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Delingen met veeltermen 
7.1 _Veeltermen delen 
7,2 Delen doorx—a 


Complexe getallen 
8.1 Complexe getallen in de vorm a + bi 


2 Complexe getallen in goniometrische vorm 


De leermap NIEUWE DELTA-T 4C / LEERPLAN A-B is bestemd voor alle leerlingen uit het vierde 
jaar van de TSO-studierichtingen en de KSO-studierichtingen die leerplan a of b volgen voor vier 
of vijf wekelijkse lestijden. 


Opbouw van de leermappen Nieuwe Delta-T 


Elk hoofdstuk is onderverdeeld in genummerde paragrafen en elke paragraaf bestaat uit een 
aantal leeritems. Elk leeritem wordt ingeleid met een passende instapopdracht. 


hoofdstuk «…— —— El Oe irl 


paragraaf — — 2.2 Hoeken in cirkels 


leeritem «—— PD Middelpuntshoek 
instapopdracht «1 mp 


Hepaul zonder meten de boek twe de groe en de kleine wier van het warwerk 
' 1 » : s 
leerinhoud <— — _ siddeipunishoeken in een cirkel 


ben deel van oen rel Legrernd dese twee puien van de eikel semens we een Cibelboog. 

De Lieinde boog ussen A en 8 noteren we met AZ. 

De grootste boog tusen Aen B noteren we met APB Het punt P ie cen willekeurig pain van de 
voos, 

Len boek die het middelpunt van een cirkel als hoekpunt beeft. noemen we cen middelpuntshoek. 
{ie benen van de middelpuntshoek Ât snijden de cirkel in de punten Aen A. 


XX ER 


Elk hoofdstuk begint met een inhoudstafel die aanwijst op welke pagina elk leeritem staat. 
In elk leeritem wordt de theorie compact uitgelegd en toegepast op concrete voorbeelden. 


De soort leerinhoud is herkenbaar aan de achtergrondkleur. 


Kennis en rekenregels om de opdrachten te kunnen uitvoeren. 


Doelgericht gebruik van de grafische rekenmachines TEXAS INSTRUMENTS en CASIO. 


Vaardigheden om vlot te kunnen meten, schetsen en tekenen. 


Extra leerinhouden om uitbreidingsdoelstellingen te realiseren. 


Inle 


Didactisch gerangschikte opdrachten zorgen voor een systematische verwerking van de 
leerinhouden. 


Instap) Leeritems worden ingeleid met probleemstellingen uit de praktijk. 


De moeilijkheidsgraad van de opdrachten is aangegeven met gekleurde vierkantjes. 
De letters A en B verwijzen naar de leerplannen. 


Aj Eenvoudige opdrachten 


B Opdrachten met een bijkomende moeilijkheidsgraad 


Aj Opdrachten met een hogere moeilijkheidsgraad 
Oefenopdrachten op de uitbreidingsleerstof worden aangegeven met een schaduwvlakje. 
JJ ĲÌ HP AB 
Elke paragraaf wordt afgesloten met Uitdagingen en Vraag & antwoord. 


De Uitdagingen laten voldoende ruimte voor begeleid zelfstandig leren of zelfstandig leren en 
helpen de verschillen in studietempo opvangen. 


ad Uitdagingen 


Het punt M is het middelpunt van de omgeschreven cirkel van driehoek ABC met 
AC-80), B(-3, 3) en C{2,0). Bereken de middelpuntshoek AMB op 0,01” nauwkeurig, 


In Vraag & antwoord wordt een terugblik op de leerinhouden aangeboden. 
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‚_ Vraag & antwoord ) 


Wat is een nulwaarde van een functie f? 
Elk origineel x waarvoor de functiewaarde f(x) nul is. 


Hoe herkennen we de nulwaarden van een functie op de grafiek? 
De nulwaarden zijn de x-coördinaten van de snijpunten van de grafiek met de x-as. 


Het trefwoordenregister geeft aan op welke pagina we de nodige informatie kunnen terugvinden. 
A Trefwoordenregister 


@ atetormute 75 


Algemene vergelijking van een cirkel 246 
Apothema 151 = 157 - 219 
Apothems van een regelmatige veelhoek 219 
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| Drie standaardfuncties 


P- Domein en bereik 


1 a 


Een zwembad van 110 cm hoog ligt 60 cm ingegraven en wordt gevuld tot op 10 cm van de rand. 
Tijdens het vullen stijgt het water elk uur met 5 cm. Het waterpeil kunnen we berekenen met de 
functie: 


p=5t—60 p: waterpeil ten opzichte van de grond in cm t tijd in uur 


fU)=5t—60 


1_Na hoeveel tijd is het zwembad gevuld tot op de gewenste hoogte? 
2 Vulde tabel in en teken de grafiek. 


tijd £(h) 0 4 8 12 16 20 


waterpeil p (cm) —60 


EE EN (RD PE Go 
10 12 14 16 18 20 
tijd £(h) 


G 
(en! 

had 
ad 
od 


EL A VE ON EN | 
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3 In welk tijdsinterval staat de kraan open? 


4 Duid dit interval in het groen aan op de horizontale as. 
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5 Tot welk interval behoren de waterstanden? 


6 Duid dit interval in het blauw aan op de verticale as. 


Domein en bereik van een functie bepalen 


Het domein van een functie f is de verzameling van alle reële getallen waarvoor we de 
functiewaarde kunnen berekenen. 
We noteren: dom’ 


Het bereik van een functie f is de verzameling van alle functiewaarden. 


We noteren: ber f 


Voorbeeld 

We bepalen het domein en het bereik van de tweedegraadsfunctie f(x) =x* — 3. 
De grafiek is een dalparabool met top 7(0,-3). 

We kunnen de functiewaarde in elk reëel getal berekenen: dom f=R. 


Elke functiewaarde is groter dan of gelijk aan —3: ber f= [-3, +ee[. 


Het domein van de functie f lezen we af op de x-as en het bereik op de y-as. 


Werkdomein van een functie 


Bij praktische problemen werken we binnen een vooraf bepaald domein. Dit noemen we het 
werkdomein. 


Voorbeeld 


We vriezen een product in. De begintemperatuur is 18°C en elk uur daalt de temperatuur met 6°C. 
Na 7 uur is de temperatuur —24°C en is het invriezingsproces ten einde. 


De temperatuurdaling kunnen we beschrijven met de functie: 
T=-—6t+18 T: temperatuur in °C t tijd in uur 


fl) =—6t+18 


Functies 


We bepalen het werkdomein en het bereik van de functie f. 


temperatuur 7'(°C) 


dom f= [0,7] 


ber.f = [-24, 18] 


m 


2 
Bepaal het werkdomein en het bereik van de functie. 


1 Pieter leent van zijn ouders 160 euro die hij tekort heeft om een nieuwe laptop te kopen. Elke 
maand betaalt hij 20 euro terug. De resterende schuld beschrijven we met de functie: 


$= 160 — 204 S:schuldineuro _ t:tijd in maanden 


f(t) =160—20t 


dom f= ber f= 


2 Een kaars is 25 cm lang en brandt volledig op in 10 uur. De hoogte van de brandende kaars 
beschrijven we met de functie: 


h=-2,5t+25 h:hoogteincm _ t:tijd in uur 
fU)=2,5t+25 


dom f= ber f= 
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3 Een pakje ingevroren spinazie van 450 g wordt opgewarmd in een microgolfoven met een 
vermogen van 750 W. Het opwarmingsproces is ten einde na 10 minuten. De temperatuur van 
de spinazie beschrijven we met de functie: 


T=6t—24 T:temperatuurin°C _ t:tijd in minuten 
flt)=6t—24 
dom f= ber f= 


Ge 


Bepaal het domein en het bereik van de functie f: 


1 y 2 y 3 |] y 
5 m 50 m 10 
x 0 x 0 x 
domf= … in domf= dom f= 
DJS eetnanednaindnd ber f= EN ber f= 
4 ia 5 y 6 y 
1004 m a el 
0 x || 0 Xx | x 
dom f= Bee be OOMS amet dom f= 


berf=tenornann E ber f= jn ber f= 


CIA Functies 


dom f= : n S domf= ……. 


ber f= wen ber f= 


ae 


Bepaal het domein en het bereik van de tweedegraadsfunctie. 


1 A) =Ax-3)"+5 2 =D 
domf= ne  domf= 
berf= À ber f= 

4 fw) =lx+ 1)? 3 5 f)=(x-1)?-2 
domf= nnn domf= … 
berf= …. 5 berf= 


sd 


Bepaal het domein en het bereik van de sinusfunctie. 


1 fl) =sinx 2 f@)=3sinx 
domf= … domf= 
berf= ___ berf= 

4 fd) =sin(x—2) 5 fG)=sinx+2 
domf= … … . domf= 
berf= berf= 


dom f= 


berf= … 


3 fx) =3lx—5) +4 


domf= 
ber f= 

6 fW)=2(x+3)° 
domf= … 


ber f= 


3 flo) =sin 3x 
domf= 
berf= 

6 f)=5 sin[2(x+3)1 +1 
domf= 


berf= mn 


cda 


Teken de grafiek van de functie en bepaal het bereik. 


1 fl@)=x-1 met domf=[-2,3] 
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2 f@)=x*—3 met domf=}-2,2[ 


x x 
y R4 
EN En 
ie DEE El 
berf= berf= 


3 /)=jet it met _domf=}-3, 1] 


4 flr)=|x+1|-2 met domf=[-2,2[ 


X X 
JG) fe) 
7 dl y 
H- J Ht 
oli oli E 
DEES: recensie 


Hoofdstul 6 MN MT: 


de 


Van een functie f zijn het domein en het bereik gegeven. Teken de grafiek van f als we weten dat 
deze grafiek een deel van een stijgende rechte is. 


1 y 2 y 


dom f=[-1,3] dom f=|-3, 2[ 
berf=[-2,2] ber.f= 1-2, 3[ 

3 ’ | 4 vl 
| | 
| | 
| | 

0 H | x | 0 Xx 
| 
| | 
| | 
| | 
| 
dom f=|-2, 1 dom f=[-3, 3[ 


ber f= 1-2, 3) ber f= [1 4l 
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D Functie f(x) = Xx 


5 map 
Het volume van een kubus berekenen we met de functie: 


V=r? V: volume kubus in dm’ r: ribbe kubus in dm 


fr)=r* met domf=|0, 2} 


1_Vulde tabel in. Rond af op 2 decimalen. 


ribbe r (dm) | 0,25 0,5 0,75 1 1,25 15 1,75 2 


volume V (dm?) 


2 Teken de grafiek. 


volume V (dm?) 


175 2 
ribbe r (dm) 
3 Bepaal het bereik van de functie f. 


4 Is de functie f stijgend, dalend of constant? …… 


Oib  Functies 


Onderzoek van de standaardfunctie f(x) =x® 


We stellen een tabel op en tekenen de grafiek van f(x) =x*. 


X |= Aj SL Stk 0 0,5 1 1,5 2 


1 | 8 —3375 1 0125 O0 0125 1 3375 8 


Domein en bereik 


We kunnen de derdemacht van elk reëel getal berekenen: 
dom f=[R 

Het bereik van f bevat alle reële getallen: 

berf=R 


Tekentabel 


We stellen vast: 

« _de nulwaarde van f is 0; 

«_de derdemacht van een negatief getal is negatief; 
«_de derdemacht van een positief getal is positief. 


Het teken van f stellen we voor met de tekentabel. 


5 | 0 
gep o + 
Verloopschema 


Als we de tabel en de grafiek van links naar rechts doorlopen, dan zal bij een toename van x de 
functiewaarde f(x) ook toenemen. Bijgevolg is f een stijgende functie. 


Het verloop van f stellen we voor met het verloopschema. 
«| 


Jw) | ZZ 


Symmetrie 
De grafiek is een puntsymmetrische kromme. y 
Het symmetriemiddelpunt is de oorsprong. 1 
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Evi heeft knikkers met een diameter van 1 cm en kubusvormige doosjes met een ribbe van 1 cm, 
2 cm, 3 cm … Het grootste aantal knikkers die een kubus kan bevatten, beschrijven we met de 
functie: 


n=r? n: aantal knikkers r: ribbe van de kubus in cm 


Jw)=r° 


1 Vulde tabel in. 
ribbe r (cm) | 1 2 3 4 5 


aantal knikkers „ | 


2 Hoe verandert het aantal knikkers in een kubus als we de ribbe verdubbelen? 


3 Hoe verandert het aantal knikkers in een kubus als we de ribbe vertienvoudigen? 


10 Als 


Van de grafiek van de functie f(x) = x® is het deel boven de x-as getekend. Vervolledig de grafiek 
door gebruik te maken van de puntsymmetrie. 


Oib  Functies 


Db Functie f(X) = Vx 


JA)=NA met domf=10,9] 


1 Vul de tabel in. Rond af op 2 decimalen. 


De zijde van een vierkant berekenen we met de functie: 


z= JA z:zijde vierkantinm __ A: oppervlakte vierkant in m’ 


3 Bepaal het bereik van de functie f. 


4 Is de functie f stijgend, dalend of constant? 


oppervlakte A (m?) 0,25 0,5 5 
zijde z (m) 
2 Teken de grafiek. 
zijde z(m) _ ne ns En 
] ] 
al Li el 
| | 
| 
2 T 
i 
1 
mn | 
Í 
0 + + 
0 1 2 3 4 6 7 8 9 


oppervlakte A (m?) 
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Onderzoek van de standaardfunctie f(x) = vx 


We stellen een tabel op en tekenen de grafiek van f(x) = Jx. 


ET: 1 2 3 4 5 6 gl 8 0 


fa) 0 1 141 1,73 2 2,24 2,45 2,65 2,835 3 


Domein en bereik 


Vierkantswortels van negatieve getallen 
kunnen we niet berekenen. Dit betekent 
dat we de functiewaarden van f(x) =/x 
alleen kunnen berekenen voor elk positief 
reëel getal: 


dom f=[R" 


Het bereik van f bevat alle positieve reële 
getallen: 


berf=R" 


Tekentabel 

We stellen vast: 

«_de nulwaarde van f is 0; 

«_de vierkantswortel van een negatief getal bestaat niet; 


« Jxis altijd positief. 


Het teken van f stellen we voor met de tekentabel. 


0 


% 
| 
so n 


Door te arceren geven we aan dat f(x) niet bestaat voor x <0. 


Verloopschema 


Zowel uit de tabel als op de grafiek kunnen we afleiden dat de functie f stijgend is in haar domein 
R*‚ De kleinste functiewaarde wordt bereikt voor x=0: f(O)=0 is het minimum van de functie f: 


Het verloop van f stellen we voor met het verloopschema. 


zl 0 
so pe 


Oi Functies 


12 (A B) 


Esra wil in haar slaapkamer parket leggen met vierkante tegels. De zijde van een tegel beschrijven 
we met de formule: 


ze VA zezijdetegelindm _ A: oppervlakte tegel in dm? 
fA)=NA 


1 Vul de tabel in. 


oppervlakte A (dm?) 1 4 9 16 25 36 


zijde z (dm) 


2 Hoe verandert de zijde van een tegel als we de oppervlakte verviervoudigen? 


3 Hoe verandert de zijde van een tegel als we de oppervlakte met 100 vermenigvuldigen? 


5e 
We tonen aan dat de grafiek van de functie g(x) = Jx een halve parabool is. 
1 Vul de tabellen van de functies f(x) =x* en g(x) = Vx in. Rond af op 2 decimalen. 


% 0 0,5 1 15 2 2,5 3 
fw) 

% 0 dt 2 3 4 5 6 7 8 9 
86) 
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2 Teken de grafieken van de functies f en g. 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 De 


3 De grafiek van g verkrijgen we door de grafiek van f (= halve parabool) te spiegelen om een 
rechte. Teken deze rechte. 


4 Geef een vergelijking van deze rechte. 


21 


Oibe  Functies 


22 / 


Db Functie f(X) = 1 


14 (me) 


Als we een taart verdelen onder acht personen, dan krijgt ieder een achtste van de taart. Verdelen 
we de taart onder 7 personen, dan kunnen we ieders deel bepalen met de functie: 


d=— d: deel van de taart n: aantal personen 
n 


A= met dom /={1,2,3,4,5,6,7.8) 


1_Vul de tabel in. Rond af op 2 decimalen. 


aantal personen n | 1 2 3 4 5 6 7 8 


deel van de taart d | 


2 Teken de grafiek. 


deel van de taart d 


+ 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 
aantal personen 7 


3 Is de functie f stijgend, dalend of constant? 
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Onderzoek van de standaardfunctie f(x) = 


x= 


ij 
We stellen een tabel op en tekenen de grafiek van f(x) =—. Deze grafiek, die uit twee takken 
bestaat, noemen we een hyperbool. id 


X | 53 nd =| 505 0 0,5 il 2 3 


6) 033... _—05 zi 2) | 2 1 05 0,33... 
Met het verticale streepje onder het getal nul duiden we aan dat nul geen functiewaarde heeft. 


Domein en bereik 


We kunnen niet delen door nul. Dit betekent dat y 


À 1 5 
we de functiewaarden van f(x) =— voor elk reëel 
zi 


getal verschillend van nul kunnen berekenen: 
dom f=R, 


Het bereik van f bevat alle reële getallen 
uitgezonderd nul: berf=B, 


Tekentabel 


We stellen vast: 


«* _f heeft geen nulwaarden; 


«het teken van f is negatief als x <0; 


«het teken van fis positief als x> 0. 
Het teken van f stellen we voor met de tekentabel. 
0 | 0 
sol - + 


Verloopschema 

Zowel uit de tabel als op de grafiek kunnen we afleiden dat de functie f dalend is in haar domein R,, 

Het verloop van f stellen we voor met het verloopschema. 
% | 0 


NG) Or | Sn 


Symmetrie 
De grafiek is een puntsymmetrische kromme. 


Het symmetriemiddelpunt is de oorsprong. 


„23 
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Verticale asymptoot 


Ii 
De grafiek van de functie f(x) =— vertoont een onderbreking voor x= 0 omdat nul niet tot het 
3 


domein van de functie behoort. Om het gedrag van de functie f te kennen rond het getal nul, 
kiezen we originelen die tot nul naderen en berekenen we de bijbehorende functiewaarden. 


x | O1 001 0,001 — 0 
fw) | 10 100 1000 Been 
en UL SOE SOE => 0 
fa) | -10 —100 -1000 … — —ee 


Als de x-waarden dichter en dichter tot nul naderen, dan wordt de functiewaarde f(x) = L in 
x 
absolute waarde steeds groter. De grafiek nadert de y-as maar snijdt deze niet. We noemen de y-as 
d 
de verticale asymptoot (VA) van de grafiek van f(x) =—. 
e 


Horizontale asymptoot 


\ 1 } 1e 
We berekenen de functiewaarden van f(x) =— voor zeer grote en zeer kleine originelen. 
pd 


g 10 100 1000 —  +oo 
AEN OT OO OON Sa 
x | -10 —100 —1000 … — — 
fe) | 0,1 001 0001 … — 0 


1 

Als x in absolute waarde steeds groter wordt, dan nadert de functiewaarde f(x) =— tot nul. De 
5 

grafiek nadert de x-as maar snijdt deze niet. We noemen de x-as de horizontale asymptoot (HA) 


van de grafiek van f(x) el 
X 
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5e 


Een erfenis van 120 000 euro wordt verdeeld onder 7 personen. Als elke erfgenaam evenveel 
ontvangt, dan kunnen we ieders deel beschrijven met de functie: 


_ 120 000 
a n 
120 000 
n 


d 


d: erfdeel in euro n: aantal personen 


Jn)= 


1 Vulde tabel in. 


aantal personen ” | 1 2 3 4 5 


erfdeel d (euro) | 


2 Hoe verandert het erfdeel als we het aantal erfgenamen verdubbelen? 


3 Hoe verandert het erfdeel als we het aantal erfgenamen verzesvoudigen? 


16 Al {B 


Van de grafiek van de functie f(x) = E is het deel boven de x-as getekend. Vervolledig de grafiek 
x 


door gebruik te maken van de puntsymmetrie. 


25 
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CIjdt ed Functies 


17 (A) B) 


Verbind elke grafiek met het passende functievoorschrift. 


y| Fi 


| 
| 
| 
1 
| 
| 
| 
| 
| 


Mex JO Ade Jer ADE fer 


Y JE ] [ y 
| | 
| | | 
u | 
0 NA of 
Xx 1 X 
HH | | 
an | | 
LI | | 
| Pkelel | | 
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1e Ae 


Verbind elk functievoorschrift met de bijbehorende tekentabel en het bijbehorende 
verloopschema. 


x 0 10) 1 x 0 
Te . . X)=— . . 
JL) | + 0 + x F6) my 0 AZ 
x 0 À x 0 
Mie ken PE Vat A 
% 0 x 0 
. e SW=-Nx « . 
„0-1 + OT so iN 
X 0 x 
rn 5 7 . . fx . 7) D, 
Xx 0 ad 
. . )=x? . 
An Te) De 


fa) 1 0 + 


19 A (Bj 


We hebben de grafieken van de functies f(x) =x, g(x) =x?, h(x) =x°, i(x)= Es en j(x)= Vx in één 
assenstelsel getekend. B 

Onderstaande vergroting verkrijgen we door in te zoomen op het punt P(1, 1). Noteer bij elke 
grafiek de naam van de bijbehorende functie. 
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8 | Uitdagingen 


1 | Bepaal het bereik van de functie. 
1 
1 f)=x-3 met domf=[-3,5] 3 fx) =ze- 1)? met domf=|-1,3[ 


2 f@)=-5 met domf=[-2,2] 4 flo)=|x+1|-3 met domf=[-4,4[ 


zie pagina 193 
8 Teken de grafiek van een dalende eerstegraadsfunctie f met dom f= [-2, 3] en 
ber f=[-3,3]. 
zie pagina 193 


Gegeven zijn het domein en het bereik van een tweedegraadsfunctie f. 
1 Schets een grafiek van f als we weten dat de grafiek een bergparabool is met 
dom f=[-2, 3] en ber f=[-3, 3]. 


2 Schets een grafiek van f als we weten dat de grafiek een dalparabool is met 
dom f=[-2, 6] en ber f=[-2, 6). 
zie pagina 193 
Gegeven zijn de grafieken van de functies f‚ g‚ h en i met f(x) = L en dom f = J0, 5). 
% 


Bepaal het voorschrift, het domein en het bereik van de functies g, h en í. 


zie pagina 194 


28 ) 


Gegeven is een functie met meervoudig functievoorschrift. 


61- Drie standaardfuncties \otúbd 


(x+3) +4 als x<0 
Sa)= 7 

—(x-3) +4 als x>0 
1 Teken de grafiek van de functie f. 
2 Bepaal (0), /(1). f(-4) en f(6). 


3 Wat is het maximum van deze functie? 


4 Voor welke originelen wordt het maximum bereikt? 
zie pagina 195 


Gegeven is de functie f(x) =x”. 

1 Teken de grafiek van de functie. 

2 Teken in hetzelfde assenstelsel de grafiek van de functie g(x) = Vx. 
3 Bepaal de snijpunten van de twee grafieken. 


4 De grafiek van g verkrijgen we door de grafiek van f te spiegelen om een rechte. 
Teken deze rechte. 


5 Geef een vergelijking van deze rechte. 
zie pagina 196 


‚29 


30 / 


Oibed  Functies 


On | | Vraag & antwoord 


Wat is het domein van een functie? 


De verzameling van alle reële getallen waarvoor we de functiewaarde kunnen 
berekenen. 


Wat is het bereik van een functie? 


De verzameling van alle functiewaarden. 


Geef het domein en het bereik van de functie f(x) =x®. 
domf=R berf =[R 


Geef de tekentabel van de functie f(x) =x*. 
Xx 0 
f) = o + 


Geef het verloopschema van de functie f(x) =x*. 


X 


fx) Ze 


Geef het domein en het bereik van de functie f(x) = vx. 
dom f=R* ber f=[R* 


Geef de tekentabel van de functie f(x) = vx. 


X 0 
re) e= fp e + 


Geef het verloopschema van de functie f(x) = vz. 


Xx | 0 
f6) 8, ei 


61- Drie standaardfuncties {ich d 


1 
Geef het domein en het bereik van de functie f(x) = sE 


dom f=R, berf=R, 


1 
Geef de tekentabel van de functie f(x) = ee 


x 0 
f) = l + 


1 
Geef het verloopschema van de functie f(x) = En 


x 0 


EON I En 


1 
Welke rechte is de verticale asymptoot van de grafiek van de functie f(x) = zi 
De y-as. 


1 
Welke rechte is de horizontale asymptoot van de grafiek van de functie f(x) = El 
De x-as. 
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Oieb sd Functies 


62 


| Transformaties van grafieken van functies 


DP Functies g(x) = f(x) +k 


1 


De grafieken van g en / zijn ontstaan door de grafiek van een standaardfunctie f te transformeren. 


fe)=Vx gr +2 A= g+? f)= gert? 
eerd E 
1 
0 x x 
AOV hWd=Vr-1 A= hel ADE het -1 
’ 
| 
|E 


d | 


1_Hoe ontstaat de grafiek van de functie g uit de grafiek van de functie f? 


2 Hoe ontstaat de grafiek van de functie / uit de grafiek van de functie f? 


6.2 - Transformaties van grafieken van functies | ‚oc 6 


Grafieken verticaal verschuiven 

De grafiek van de functie g(x) = f(x) + k ontstaat door de grafiek van de functie f verticaal te 
verschuiven over een afstand |k|. 

* Voor k> 0 wordt de grafiek van f naar boven verschoven. 


«Voor k <0 wordt de grafiek van f naar onder verschoven. 


Voorbeeld 
We onderzoeken de grafiek van de functie g(x) = DEE 25 
x 


1 
We verkrijgen de grafiek van g door de grafiek van de standaardfunctie f(x) =— met 2 naar onder te 
verschuiven. k=-2 


n= 
X 


ANN 


domf=R, domg =R, 

berf=B, berg =R\{-2} 

nulwaarde: geen nulwaarde: 7 

verticale asymptoot: yx=0 y-as verticale asymptoot: yx=0 y-as 


horizontale asymptoot: xe y=0 x-as horizontale asymptoot: he y=2 


CIjdhbe 0d Functies 


2 Ale) 


Over welke afstand moeten we de grafiek van de functie f naar boven (B) of naar onder (O) 
verschuiven om de grafiek van de functie g te verkrijgen? 


functies afstand B of O 
1 fa)= en glr)=+2 
2 fa)= en gw)=-3 
3 JW) = Nx en g)= Vx-1 
4 f)=x en glw)=x+5 
5 jwt en go=L+4 

de x 
6 SW)=+x en gr tx-3 
7 f@)=+3 en gr) +1 
8 fa)=x-5 en gl0)=x+2 
9 fw=L+5 en gt 

x x 

10 fw)=+3xH5 en gl) +3X-3 


s a ed 


De grafiek is ontstaan door de grafiek van een standaardfunctie verticaal te verschuiven. Schrijf 
het functievoorschrift en bepaal het domein en het bereik. 


u 2 3 
/ % PÁ 
1 
0 x 0 x 0 Í x 
f)= a {D= a AOT. 
domf= enmet TOMS domf= …… 
berf= fl ' ber f= en berf= 


6.2 - Transformaties van grafieken van functies | ‚ib 6 


4 5 6 
eert si 
En 1 
Of 1 x x 0 Ï x 
EEE 
FO)= aaneen FO)= aenen f)= 
dom f= …___domf= dom f= 
ber f= : ber f= ber f= 


ag 


Bepaal het domein en het bereik van de functie. 


1 f@)=Ix dom f= ber f= 
2 fa)=Jx+3 domf= berf= 
3 0) =Vx-5 domf= ber f= 


Veranderen het domein en het bereik van de standaardfunctie f(x) = Vx als we de grafiek 


verticaal verschuiven? 


se 


Bepaal het domein en het bereik van de functie. 


d 


1 fer dom f= Def aansneed 
2 AD =2-7 domf= … berf= …… 
3 A=ets domf= annen berf=… 


Veranderen het domein en het bereik van de standaardfunctie f(x) sd als we de grafiek verticaal 
x 


verschuiven? 
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CIE J Functies 


an 


Bereken de nulwaarde van de functie. 


1 J=i-E 2 Jd=e-7 3 A= 


1 
Verandert de nulwaarde van de standaardfunctie f(x) =— als we de grafiek verticaal verschuiven? 
x 


de, 


Bereken de nulwaarde van de functie. 


1 f0)=Vx-N3 2 fw)=Vx-4 3 fw) =Vx+1 


Verandert de nulwaarde van de standaardfunctie f(x) =+/x als we de grafiek verticaal 


verschuiven? 


sn 


Bepaal een vergelijking van de verticale en de horizontale asymptoot van de functie. 


1go=L VA: HA: 
% 

2 fw=L-3 VA: HA: 
X 

3 f-L+2 VA: HA: 
Pd 
11 

4 fokt va: HA: 
x 4 

5 f-L-10 VA: HA: 
X 


6.2 - Transformaties van grafieken van functies | ‚inb 6 


1 
Hoe veranderen de asymptoten van de standaardfunctie f(x) =— als we de grafiek verticaal 
verschuiven? % 


s Ale) 


Gegeven is de grafiek van de functie f. Stel de tekentabel en het verloopschema op. 
1 2 3 


Tekentabel Tekentabel Tekentabel 
x x x 
Sa) fo) a) 
Verloopschema Verloopschema Verloopschema 
x % x 
/w) fa) {6) 
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Hoofdstul 6 MN MT: 


Db Functies g(x) = f(x - k) 


10 aa) 


De grafieken van g en / zijn ontstaan door de grafiek van een standaardfunctie f te transformeren. 


ID=NE ge) JOE EW JD gr 2) 
y y 
‘VA/ 
0 H x 0 Î x 
A=Vx herl A= He S= n= 
y | 
| 
| 
Zj 
fi) x Vi x 
ll 


1_Hoe ontstaat de grafiek van de functie g uit de grafiek van de functie f? 


2 Hoe ontstaat de grafiek van de functie / uit de grafiek van de functie f? 


3 De grafiek van í ontstaat door de grafiek van f met 2 naar rechts te verschuiven. Vul het 
voorschrift aan. 


== A= fe) =x 


UB) aeeeeeensene — È(K)S arneenenenenneesernenseene — ÊA)S aaeren 


6.2 - Transformaties van grafieken van functies ‚io ci00 6 


Grafieken horizontaal verschuiven 

De grafiek van de functie g(x) = f(x — k) ontstaat door de grafiek van de functie f horizontaal te 
verschuiven over een afstand |k|. 

*_ Voor k> 0 wordt de grafiek van f naar rechts verschoven. 


* Voor k <0 wordt de grafiek van f naar links verschoven. 


Voorbeeld 
We onderzoeken de grafiek van de functie g(x) =(x+4)°. 


We verkrijgen de grafiek van g door de grafiek van de standaardfunctie f(x) = x° met 4 naar links te 
verschuiven. k=-4 


fw=x? ga) =(x+ 4) 


domf=[R domg =R 
berf=R berg =R 
nulwaarde: 0 nulwaarde: —4 
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Idee Functies 


n@3 


Over welke afstand moeten we de grafiek van de functie f naar rechts (R) of naar links (L) 
verschuiven om de grafiek van de functie g te verkrijgen? 


functies afstand R of L 
1 fw)= en glr)=(x—4) 
2 fa)=x en glr)=(x+3)} 
3 JW) =Nx en gw) Vx-5 
4 f)=x en glw)=x+7 
5 {w)= L en g)= mn 
x x-6 
6 fw)=(x-3} en gw)=r? 
7 SW) =(x+2) en glx)=(x-2) 
1 1 
8 Sw = es 8 M= Trá 
9 faw)=Nx-3 en gr)=NVr+2 
1 1 
in Sos ® ED - 


12 aj se) 


De grafiek is ontstaan door de grafiek van een standaardfunctie horizontaal te verschuiven. 
Schrijf het functievoorschrift en bepaal het domein en het bereik. 


1 2 3 
m4 J| 
+ 
x Of 7 x 
ÍN aonasdesnarin fw) = D= 
domf= … ne  domf= en domf= 
berf= ….… 8 8 ber f= … eit ber f= 


6.2 - Transformaties van grafieken van functies | ‚ib 6 


4 5 6 
Ed y í d 
| 
| 
1 ze 1 | IE 
0 Í x 0 x - —0 x 
| 
| n | 
| 
fw) = : à JOS: rn fw)= 
domf= … dom f= dom f= 
DES vernemen Def annmnnnn berf= … 


13 (AJ (8) 


Bepaal het domein en het bereik van de functie. 


1 JW) =Vx domf= ee ber f= 
2 fa)=NAH3 AOM JS: inenen berf= … 
3 fl)=NA-5 domf= … En berf= … 


Veranderen het domein en het bereik van de standaardfunctie f(x) = Vx als we de grafiek 


horizontaal verschuiven? 


14 (Aj (8) 


Bepaal het domein en het bereik van de functie. 


1f0= domf= ber f= 
2 I= domf= ber f= 
3 I= OOM JS: aansmeren berf= 


Veranderen het domein en het bereik van de standaardfunctie f(x) = ES als we de grafiek 
x 


horizontaal verschuiven? 


ál 


CIA Functies 


15 (A B) 


Bepaal de nulwaarde van de functie. 


1 fW)=(x-3)" Nulwaarde: … 
2 f@)=(x+5)* Nulwaarde: 
3 fx) =VA-1 Nulwaarde: 
4 fa) r+4 Nulwaarde: 
1 
5 fw Nulwaarde: 
x—3 
6 f@)= En Nulwaarde: 
MT +2 7 


16 (A) B) 


Bepaal een vergelijking van de verticale en de horizontale asymptoot van de functie. 


1 
1 Ax)= p. VAi ananas ® Dn HA: 
1 
2 ars VA: HA: 
0) x+2 
1 
3 == VA: HA: 
{== 
1 
4 = VA: HA: 
Jos 
1 
5 fm VA: … E à . HA: 
xl 


1 
Hoe veranderen de asymptoten van de standaardfunctie f(x) =— als we de grafiek horizontaal 
x 


verschuiven? 


6.2 - Transformaties van grafieken van functies | ‚ij! 


17 as) 


Gegeven is de grafiek van de functie f. Stel de tekentabel en het verloopschema op. 


1 2 5 
X Ji % 
H L 
x 0; Î x 0, Ï x 
Tekentabel Tekentabel Tekentabel 
x x x 
J) Ja) J) 
Verloopschema Verloopschema Verloopschema 
x x x 
fw) Je) fo) 


18 Aj B) 


Over welke afstand moeten we de grafiek van de functie f naar boven (B) of naar onder (O) en 
naar rechts (R) of naar links (L) verschuiven om de grafiek van de functie g te verkrijgen? 


functies afstand ‚ B of O | afstand | R of L 
1 fa)=x? en glr)=(r-3} +5 
2 jet: ( js 
{ex EE en 4 “x+2 
3 0) Nx en glw)=NA-1-1 
4 f@)=x* en glr)=(r+5)—6 
5 fo) =Ix en ga) N4AH5 +4 
1 1 
6 S= en sO=+! 
7 fo)=Ix+3 en gl) Na t4+4 
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Hoofdstul 6 MNT: 


verschuiven. Schrijf het functievoorschrift en bepaal het domein en het bereik. 


functies afstand | B of O | afstand | R of L 
8 fa)=(x+5)} en glr)=(x-1I 2 
9 Ad t3 en g=t 
10 JW) =(x-2P-4 en gd) =r-3-5 
19 A) B) 


De grafiek is ontstaan door de grafiek van een standaardfunctie horizontaal en verticaal te 


1 2 3 
u 4 y| 
mn) - 
0; Ì x 0 x 
FO)= ann f)= f)= 
domf= ……. dom f= domf= 
berf= ber f= 
4 6 
„/ || 
| 
ET 
Xx 0; x 
| 
S= JW= 
domf= aen domf= naan 
berf= ee  berf= a _ berf= 


6.2 - Transformaties van grafieken van functies | ‚oi 6 


20 


Bepaal het domein en het bereik van de functie. 


1 fw) =Nx-3 dom f= 
2 f)=Nx-5 dom f= 
3 fw) =Nx+2+3 dom f= 
4 fl) =+2 dom f= 
5 f)= 5 dom f= 
6 A= domf= 


21 (A) B) 


ber f= 


ber f= 


ber f= 


ber f= 


ber f= 


ber f= 


Bepaal een vergelijking van de verticale en de horizontale asymptoot van de functie. 


a 
1 f)=——+2 VA: 
x-3 
en, va: 
x+5 i 
1 
3 fa)=—+1 VA: 
x 
4 A VA: 
_x+7 Ì 
5 fj -l=4 VA: 
x+2 , 
iN 
6 fo) =—+7 VA: 
xl 


HA: 


HA: 


HA: 


HA: 
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OIdhbe 0d Functies 


DP Functies g(x) = k : f(x) 


a ma) 


De grafieken van g en / zijn ontstaan door de grafiek van een standaardfunctie f te transformeren. 


INE gr M= e= JD go) 
y y y] 
| 
1 1 N 
I) x off x Î E 
Í 
Ì 5 | 
| 
SO=NE ndi sk n= fz heir 
2 x 2x 2 
7 y y] 
| 
| 
0; Xx 0; Î X/ X/ 
| 
| 


1 Met welke factor worden de functiewaarden f(x) vermenigvuldigd om de functiewaarden g(x) 


te verkrijgen? 


2 Hoe ontstaat de grafiek van de functie g uit de grafiek van de functie f? Vink aan. 


De grafiek van f wordt samengedrukt met factor 2. 


De grafiek van f wordt uitgerekt met factor 2. 


De grafiek van f wordt samengedrukt met factor 0,5. 


De grafiek van f wordt uitgerekt met factor 0,5. 


3 Hoe ontstaat de grafiek van de functie h uit de grafiek van de functie f? 


6.2 - Transformaties van grafieken van functies ‚oct 6 


Grafieken verticaal uitrekken of samendrukken 


De grafiek van de functie g(x) = k * f(x) ontstaat door de grafiek van de functie f verticaal te 
vermenigvuldigen met de factor k. k>o 


«Voor k> 1 wordt de grafiek van f uitgerekt. 
«Voor k< 1 wordt de grafiek van f samengedrukt. 


Voorbeeld 
We onderzoeken de grafiek van de functie g(x) =3 Jx. 


We verkrijgen de grafiek van g door de grafiek van de standaardfunctie f(x) =+/x verticaal uit te 
rekken met factor 3. k=3 


JN g0)=3N 


[ 
+ 


domf=R: domg =R: 
berf=R" berg =R: 
nulwaarde: 0 nulwaarde: 0 


Grafieken spiegelen om de x-as 


De grafiek van de functie g is ontstaan door de grafiek van de functie f te spiegelen om de x-as. 


We stellen vast dat de functiewaarden van f en g tegengesteld zijn in elk origineel x. 


We schrijven: g(x) ={f(x) 
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Oi Functies 


Voorbeeld 
We onderzoeken de grafiek van de functie h(x) = -3Vx. 
Als we de grafiek van de standaardfunctie f(x) = /x spiegelen om de x-as, dan ontstaat de grafiek 
van de functie g(x) =—/x. Door de grafiek van g verticaal te vermenigvuldigen met factor 3, 
verkrijgen we de grafiek van de functie h(x) =—3/x. 
JD =Vx go) =de HEE 
y | 1] [ Dj 
| - 
| 
0 x ed 0, Ei mal 0 H x 
| 
| m 
domf=R: domg =R dom 4 =R" 
ber f=R" berg =R- berh =R- 
nulwaarde: 0 nulwaarde: 0 nulwaarde: 0 
23 Aj ed 
Met welke factor moeten we de grafiek van de functie f uitrekken (U) of samendrukken (S) om de 
grafiek van g te verkrijgen? 
functies factor U of S 
1 f@)=x en gw) =3t 
1 
2 f)=x? en gw)= De 
3 f)=Nx en g)= sx 
4 f)=t en g= 
Xx 3x 
5 f)=x? en gw)= var: 
6 fa)=x*+3 en glx)=4lx*+3) 
7 AL en gt 
x x 
8 f)=2Wx en gl)=3Vx 
9 fa)=7x* en glw)=2x 
10 fa)=4x* +8 en glx)=r?+2 


6.2 - Transformaties van grafieken van functies | ‚ib 6 


xn 


De grafiek is ontstaan door de grafiek van een standaardfunctie verticaal te vermenigvuldigen. 
Schrijf het functievoorschrift en bepaal het domein en het bereik. 


1 2 3 


be 
he. 


| 


domf= ee  domf= … _ ani dom f= 


Deff Saas  Detf=ian | BefS an 
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CIjt ed Functies 


25 Aje) 


Bepaal het domein en het bereik van de functie. 


1 fw) =3Nx domf= 
2 Ad=iE domf= 
3 ro dom f= 


26 


Bepaal het domein en het bereik van de functie. 


1 heren dom f= 
5 
2 D= dom f= 
2 
3 {D= domf= … 


27 (Aj (8) 


1 fm-t VA: 
x 

2 0-5 VA: 
x 

3 fw, VA 
2x 

4 fie VA: 
5x 

5 fe 2 VA: … 
x 


ber f= 


berf= … 


ber f= 


ber f= 


ber f= 


ber f= 


HA: 


6.2 - Transformaties van grafieken van functies 
28 


In het assenstelsel is de grafiek van een standaardfunctie getekend. Teken de grafiek van de 
functie g(x) = f(x). 


1 fo)er 2 fw) = vr 3 1-7 
5 nn 
in È 
HH 
Rt En 


Hoe ontstaat de grafiek van de functie g uit de grafiek van de functie f ? 


29 


Zet een vinkje bij de functies f en g als hun grafieken elkaars spiegelbeeld zijn ten opzichte van de 
x-as. 


1x gt 
2 Jae gn 

3 ext 1 glx? 
4 f)=Jx ga) =x 

5 {WN gr 

6 fa)=x°+3 ga)=x+3 
7 fW)=x*+3 gt -3 
8 fw)=x? gm)? 


sl 


IAEA Functies 


30 Al (8) 


In het assenstelsel is de grafiek van de functie f(x) =x? met dom f= [0, 2] getekend. 


Ht 


Pas de spiegelingen toe op de grafiek en bepaal het bijbehorend functievoorschrift met het 
domein. 


1_Puntspiegeling met centrum O: 


met :dOMg=: rang 
2 Spiegeling om de x-as: 
EN mAef» AOT aneriorsniinvedrininiis 


3 Spiegeling om de y-as: 


LO) nen HOE, AOM ES assor 


4 Spiegeling om de bissectrice van het eerste kwadrant: 


j= … met. doms sassen 


5 Spiegeling om de bissectrice van het tweede kwadrant: 


KOS zaan met domk= 


6.2 - Transformaties van grafieken van functies 
31 


Gegeven is de functie f(x) =x*. Schrijf het voorschrift van de functie g. 
1 803") = 

2 gw)=f)-2= … 

3 gf 2)= 

4 gw)=2"fl«-3)= 

5 gw) +7= 

32 

Gegeven is de functie f(x) =/x. Schrijf het voorschrift van de functie g. 
1 gd) f0)= 

2 gf) +5= … 

3 g)=fa- I= 

4 g(x) =3"fl«+2)= 

5 gw)=5"f0)+I= wnd 
33 

Gegeven is de functie f(x) = TE Schrijf het voorschrift van de functie g. 

1 g0=5-fW= 

2 gw)=fl@)+10= 

3 8 =fa-5)= 

4 gl) =-2:flx-3)= 


5 4-3 J0+2= 
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CIjjtbe 0d Functies 


34 A B) 


Gegeven is de grafiek van de functie f. Stel de tekentabel en het verloopschema op. 


1 2 3 
y y 
HH ES 
x || ) fj) x 
Tekentabel Tekentabel Tekentabel 
x x x 
6) /0) Jo) 
Verloopschema Verloopschema Verloopschema 
x x x 
fx) /) fx) 
4 5 6 
y| y Ea 
EN EEE 
1 
0 Kd 0; 0 x 
| m | 
| | 
HEHE | 
Tekentabel Tekentabel Tekentabel 
de x x 
6) {6) Jo) 
Verloopschema Verloopschema Verloopschema 
x x x 
fo) fo) fa) 


6.2 - Transformaties van grafieken van functies | ‚inb 6 


vi 9 
h4 E4 
1 | 1 
of x m 7) 
Tekentabel Tekentabel 
% x x 
0) fo) Jo) 
Verloopschema Verloopschema Verloopschema 
b 3 x 5 
/) J) {6) 
10 12 
= y [ y 
| 
1 1 
0 Xx 0, 
| 
| 
| 
Tekentabel Tekentabel 
x x x 
Jo) /o) Ja) 
Verloopschema Verloopschema Verloopschema 
x x x 
fL) fe) fa) 


‚55 
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Hoofdstul 6 MN MT: 


35 A} sj 


Schrijf bij elke grafiek de letter van het bijbehorende functievoorschrift. 


fa)=x gm) =(x+2) 2 hx)=(x+2) 
ix) =(2-x)? je) =2x* kx) =2Ux- 1)? 
Ux) = xt 1 m(x)=(x+2} +2 n(x)=x?+1 
1 2 3 
y | y IL 
| | | 
| | | 
| | | 
0 x [ 0) : ME: [7 0) 
| | | 
| 
m 
4 5 6 
’/ | 
| | | 
| | 
| J | 
ol % EUENNRE 0) 
| 
| 
| 
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36 A} (sd 


Schrijf bij elke grafiek de letter van het bijbehorende functievoorschrift. 


fW)=3Vx g@)=2x=1 hl)=Nx +1 
i=N2-x ja) =Nx+2 k@)=Nx+2-2 
15) =Nx 1 mo)=Jx+2+2 n)=Nx 
1 2 3 
[7 ’ | 
EE 
| 
0 x 0) EJ 0) x 
| | | 
| | | | 
| | | 
| | 
4 5 6 


‚57 
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37 aj ed 


Schrijf bij elke grafiek de letter van het bijbehorende functievoorschrift. 


2 1 1 
D= X)=— hj 
fo) Xx 8) x+2 @ x+2 
4 1 } 2 1 
in)=— jm kel 
x x x 
1 1 2 
U) =_—_-2 == 
a) 2x ml) x+2 ie xl 
1 2 3 
v| | y y 
N _ 
0) x 0) x 0 ï 
| 
| 
| 
4 5 6 
Pá Y 
1 
0 H x 0 
J 8 9 
y y_ y 
1 
0 T Xx 0) X 0 1 


6.2 - Transformaties van grafieken van functies ‚oct 6 


8) | Uitdagingen 


De groene kromme is de grafiek van een functie f. De blauwe kromme is dan de grafiek 
van de functie g met 


4 
(A) gw) =d) (B) _g@=f2) (©) gw =f)-6 
D) gw)=fw)-1 (E) gw) =f)-2 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


zie pagina 197 


De grafiek van een willekeurige functie f in een orthonormaal assenstelsel, wordt 
evenwijdig met de eerste bissectrice verschoven over een afstand NO (zodanig dat de 
x- en de y-waarden van elk punt groter worden). Het voorschrift van de nieuwe functie 


gis 
(A) gd) =D) +1 (B) gf) +1 (©) _g@)=f@)+V2 
(D) gW=f(x+V2) +2 ©) gfx 2) +2 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 197 


1 
Gegeven zijn de functies f(x) = De g(x) =a: flx) en h(x) =f(b : x). 


De grafieken van de functies g en / vallen samen. Welk verband bestaat er tussen a 
en b? 
zie pagina 198 


Bepaal een voorschrift van de functie f die als grafiek een hyperbool heeft met 
horizontale asymptoot y= 2 en verticale asymptoot x= 3. De nulwaarde van f is 2. 


zie pagina 198 


5 | In een restaurant wordt een bord hete dagsoep opgediend. De temperatuur van de soep 
kunnen we beschrijven met de functie: 


ro 
t+5 
360 T: temperatuur in °C t: tijd in minuten na het opdienen 
ft +19 
£+5 


„59 


60 / 


Gibs Functies 


1 Wat is het werkdomein van de functie? 

2 Wat is de temperatuur van de soep bij het opdienen? 

3 Wat is de temperatuur van de soep twee minuten na het opdienen? 

4 Na hoeveel minuten is de temperatuur van de soep gedaald tot 55 °C? 
5 Wat is de kamertemperatuur? 

6 Bepaal een vergelijking van de horizontale asymptoot. 


7 Wat is de praktische betekenis van de horizontale asymptoot? 


zie pagina 199 


6.2 - Transformaties van grafieken van functies {vocis 6 


Cn) | | Vraag & antwoord 


@ De grafiek van g(x) =f(x) + k verkrijgen we door de grafiek van f verticaal te 
verschuiven. Hoe bepaalt het teken van 4 de verschuiving? 


« Voor k > 0 wordt de grafiek van f naar boven verschoven. 


« Voor k < 0 wordt de grafiek van f naar onder verschoven. 


De grafiek van g(x) =f(x— k) verkrijgen we door de grafiek van f horizontaal te 
verschuiven. Hoe bepaalt het teken van £ de verschuiving? 


« Voor k > 0 wordt de grafiek van f naar rechts verschoven. 


« Voor k < 0 wordt de grafiek van f naar links verschoven. 


De grafiek van g(x) =k " f(x) met k> 0 verkrijgen we door de grafiek van f verticaal te 
vermenigvuldigen. Hoe bepaalt de factor k de verticale vermenigvuldiging? 


« Voor k > 1 wordt de grafiek van f uitgerekt. 
« Voor k < 1 wordt de grafiek van f samengedrukt. 


De grafiek van de functie g ontstaat door de grafiek van de functie f te spiegelen om de 
x-as, Schrijf een verband tussen de functiewaarden van f en g. 


8x) = f(x) 


6 


Delingen met 
veeltermen 


2x3—10x’+17x— 7 |x-3 


2x + 6x? 2x -Ax+5 
Ex lx 7 
+ 4x? —12x 
5x 7 
— bx ib 
8 


Hoofdstuk 6 
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Hoofdstuk 6 Delingen met veeltermen 


61 | Veeltermen delen 


DP Veeltermfuncties en nulwaarden 


1 
De hoogte van de tweevoudige sprong van een dolfijn kunnen we berekenen met de functie: 


h= 0x" + 1,52*—7,1x* + 10,5x 
JW) =O,lx* + 15° —7, IX? + 10,5x 


h: hoogte in m x: horizontale afstand in m 


1 Wat is de hoogste exponent van x? 


2 De grafiek van f is getekend. 
hoogte 7 (m) 


6 7 
horizontale afstand x (m) 


14+ 


61- Veeltermen delen MEAG AA 


Graad van een veelterm 


Het voorschrift f(x) =x* +x?* — 3x* + 2x — 1 is opgebouwd uit de veelterm x° +x° — 3x* + 2x — 1 
waarin de hoogste exponent van x gelijk is aan 4. De functie f noemen we een veeltermfunctie van 
de vierde graad. We zeggen ook dat de graad van de veelterm f(x) gelijk is aan 4. 


We noteren: gr(f(x)) =4 


Ge 


Zet een vinkje bij elke veelterm. 


1 7 6 5x xl 

2 V2ax+3 7 05x°+3x?+0,2x+2 

3 xl 8 x+x-1 nm 
4 Wx+3 9 4XC HIHIHI 

5 2 10 gern 


ga 


Bepaal de graad van de veelterm. 


1 5x°-2x graad: 6 2x' 4x? +5x-1 graad: 
2 5x+2 graad: 7 x+x°+0,2x? graad: 
3 2 graad: 8 x°-5-4x graad: 
4 2x? graad: 9 xxx 4x graad: 
5 xt+x'-x? _ graad: 10 3r+5-rx +2? graad: 


Ge 


Werk uit, rangschik volgens dalende machten van x en bepaal de graad van de veelterm. 


1 (tx? 1) 2 M(l-x-x?-x') 


graad: graad: 
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graad: 


se 


3 (3x+1)(5x° +2) 4 4xl-3x°—2x- 1) lx 1) 
graad: graad: 

5 5x° 5x? -x-1) 6 x(4x-3)? 
graad: graad: 

7 (3x*-x+2)(x-5) 8 22 Art 1) 
graad: graad: 

9 x°-(x°+1I)(x+4) 10 (+2 -(x- 1)? 


Gegeven zijn de veeltermen x° +2 en x*—x+3. 


1 Bereken het product. 


2 Vul de eigenschap aan. 


De graad van het product van twee veeltermen is gelijk aan 


61- Veeltermen delen EAA MA 


3 Bepaal de graad van de veelterm. 


a (x°+x?+1)(x'+3x+2) d (x°+5)(x?+1I)(x+2) 
graad: graad: 

b_(8x+ 10)(10x® +20) e (4x? +5)? 
graad: . . . graad: 

c (5x-3)? f_x{(8x° +9) 
graad: graad: 


da 
De graad van de veelterm komt overeen met een cijfer van de code. Kraak de code. 


a {x*+x?+1I)-(r'+3X+2)  d (2 4+4*+3)(2r +54 +1) 


b x+l-x°+3x+2 e (+ I)(x?+I)(x*—2)(3x +2) 
ce (+x°+1)?— (3x+2) f_(x+1)'— (8x + 9(2x° +10) 
a b c d e f 


Nulwaarden van een veeltermfunctie 


Op de grafiek en in de tabel lezen we de nulwaarden van de veeltermfunctie f(x) =x® — 3x? + 2x af. 


xD 
0,5 | -188 
== o 
0,5 | 0,38 
nulwaarden + 1 fi) 
L5 [-0,38 
SH o 
IE 2,5 | 188 
3 6 


De nulwaarden van de functie f zijn 0, 1 en 2. 
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Om de nulwaarden van f(x) = x*—3x° + 2x te berekenen, stellen we de functiewaarde f(x) gelijk 
aan 0 en lossen we de verkregen vergelijking op. 

fa) =0 

x-3+2Ix=0 f(x) vervangen door x° — 3x° + 2x 
De vergelijking x* — 3x* + 2x = 0 waarin de hoogste exponent van de onbekende gelijk is aan 3, 


noemen we een derdegraadsvergelijking. Vergelijkingen waarin de hoogste exponent van de 
onbekende x hoger is dan 2, noemen we hogeregraadsvergelijkingen. 


Om hogeregraadsvergelijkingen op te lossen, zijn rekentechnieken nodig die we bestuderen in de 
volgende paragraaf. 


de 


Bepaal de nulwaarden van de veeltermfunctie. 


1 2 3 

P4l y il 

j Ï 
NJ _ 

1 it An 

Of 7 x 0; x x 
Nulwaarden: Nulwaarden: Nulwaarden: 
4 5 6 

% bd EA 

1 1 Nt at 

0 x 0 Í x 0 x 
Nulwaarden: Nulwaarden: Nulwaarden: 
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sd 


Schrijf alle nulwaarden die we kunnen aflezen in de tabel. 


1 x =5 A4 3 2 el 0 1 2 3 4 5 
fa) |-432 120 O0 18 0 12 0 30 48 0 192 
Nulwaarden 
2 X =5 4 =3 =2 =l 0 1 2 3 4 5 
fa) |-128 63 24 —5 0 —3 —8 han 0 25 72 
Nulwaarden: 
3 x —5 4 —3 2 =l 0 1 2 3 4 5 
fx) 936 425 160 45 8 1 0 5 40 153 416 
Nulwaarden: 


A 


Onderzoek of het getal a een nulwaarde is van de veeltermfunctie f. Vink de nulwaarde aan. 


1 a=2 fa)=x*— 3x — 10x+ 24 


2 a=-l fa)=x* 7x —Ox+1 


3 a=5 fa)=x* Art Ax? Ax 5 


4 a=0 fa)=x* xxl 
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|D Euclidische deling 


10 a) 


Een klas telt 23 leerlingen. Voor een groepswerk wiskunde verdeelt de leraar de leerlingen in 
groepjes van vier. 


1 _a Voer de deling uit. 


b Hoeveel groepjes tellen juist vier leerlingen? 
c Hoeveel leerlingen blijven er over na de verdeling? 
d Vul de praktische schikking aan met: deeltal, deler, quotiënt en rest. 
2 Schrijf met de gevonden getallen: 
deeltal = deler - quotiënt + rest 
3 Een pientere leerling merkt op dat de formule onvolledig is. Hij noteert 23 =4 : 2 + 15. Dit zou 
betekenen dat de deling van 23 door 4 als quotiënt 2 heeft en als rest 15. Welke bijkomende 
voorwaarde ontbreekt in de formule? Vink de juiste uitspraak aan. 


De rest is groter dan de deler. 


De rest is kleiner dan de deler. 


De rest is gelijk aan de deler. 
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Euclidische deling 


Bij de Euclidische deling van twee natuurlijke getallen D en d, is het quotiënt q en de rest r als de 
getallen D, d, q en r voldoen aan de voorwaarden 


D=d:q+r en r<d 


D,‚d,genre N d#0 


©® 


Euclidische deling van veeltermen 


Bij de Euclidische deling van twee veeltermen D(x) en d(x), is het quotiënt q(x) en de rest r(x) als 
de veeltermen D(x), d(x), q(x) en r(x) voldoen aan de voorwaarden 


D(x) =d(x)-q(x) +r(x) en gr(r(x))<gr(d(x)) of r(x)=0 D(x) |_d(x) 
de) +0 _—__ | a) 
OOC r6) 


Dit verband tussen deeltal, deler, quotiënt en rest noemen we de formule van de Euclidische deling. 


De rest r(x) is gelijk aan nul bij een opgaande deling en verschillend van nul bij een niet-opgaande 
deling. 


Voorbeeld 

Bij de Euclidische deling van D(x)=x* + 2x? — 2x —7 door d(x) =x* — 3 is het quotiënt 
q(&)=x+2en derest r(x)=x—1. 

We kunnen narekenen: 


XS+2K- A -T7=(X2—3)(A+H2) +(x-1) 2 —3(X +2) + (x- 1) 
zt -IX-6tX-1 
zt IX 

We stellen vast: 

de graad van de rest r(x) =x— 1 is kleiner dan de graad van de deler d(x)=x* —3. 


gr(x-1)=1 en grx-3)=2 
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11 A) B) 


Het IBAN-nummer (International Bank Account Number) van een bankrekening bestaat uit 

een landcode van twee letters, een controlenummer van twee cijfers gevolgd door het nationaal 
rekeningnummer van 12 cijfers. De eerste drie cijfers van dit nummer duiden de bank aan, de 
volgende groep van zeven cijfers is het persoonlijk nummer van de klant en de laatste twee cijfers 


vormen het controlegetal. 
controlegetal 


BE 58 0010 5748 2579 
landcode i persoonlijk nummer 


controlenummer bank 


Het controlegetal is de rest van een deling. Het deeltal bestaat uit de eerste 10 cijfers van 
het nationaal rekeningnummer en de deler is altijd 97. We controleren de juistheid van het 
rekeningnummer 001057482579: 
10574825 =97 + 109018 + 79 10574825 97 
97 109018 


874 
=873 


182 
=97 


855 
=776 


79 


1 Vul het IBAN-nummer aan met het controlegetal van het rekeningnummer. 
a BE75 0010 1234 56 b BE91 0010 9876 54 
10123456 10987654 


n 


61- Veeltermen delen WEAAEAA 


2 Reken het controlegetal van je eigen rekeningnummer na. Als de rest 0 is, wordt 97 als 
controlegetal gebruikt. 


12 Aj B) 


Bij de Euclidische deling van twee veeltermen D(x) en d (x) is het quotiënt gelijk aan q(x) en de 
rest gelijk aan r(x). 


1 Aan welke voorwaarden voldoen de veeltermen D(x), d'(x), q(x) en r(x)? 
. Dy) = 
-_gr( )<gr( ) of _rW= 


2 Vervang in de bovenstaande voorwaarden elke veelterm door zijn benaming. 


13 Al\B) 


Zet een vinkje als q (x) en r(x) het quotiënt en de rest zijn van de Euclidische deling van de 
veelterm D(x) door d(x). Controleer de voorwaarden waaraan D(x), d(x), q(x) en r(x) moeten 
voldoen. 


1 D(D=x*-10 dx)=x-3 qa) =x+3 ra) =-1l 
2 D(H)=x rt HAA  dlH)=-2 qw)=x +35 r(x)=3x+6 
3 Dy) ++ 5 dlx)=x? +345  qW)=r- 2 r(x)=3x+6 
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van de deling. 


3x +Ox*—5x+8 


3 EOr 58 


—3xö + 3x? 
3-58 


3x +0x°—5x+8 
at 
3X°—5Xx+8 
3x + 3x 


—2x+8 


3x +0x°—5x+8 


=S ER 
3x*—5X+8 


3x? + 3x 


=2Xx+8 


6 


+2x—2 


3x? 


3x° + 3x 


3x? + 3x 2 


Algoritme voor het delen van veeltermen 


Om de veelterm 3x°* — 5x + 8 te delen door de veelterm x— 1 gebruiken we de praktische schikking 


We rangschikken het deeltal 3x°* — 5x + 8 naar 
dalende machten van x. De ontbrekende 
machten van x geven we de coëfficiënt 0. 


De eerste term 3x° van het quotiënt vinden 
we door de eerste term 3x° van het deeltal 

te delen door de eerste term x van de deler. 
Daarna vermenigvuldigen we 3x° met de deler 
x— 1. Het verkregen product 3x° — 3x° trekken 
we af van het deeltal. 


We merken op: —(3x° —3x°) =-3x° + 3x? 


De tweede term 3x van het quotiënt vinden we 
door de eerste term van de veelterm 

3x* — 5x +8 te delen door de eerste term x van 
de deler. Daarna vermenigvuldigen we 3x met 
de deler x— 1. Het verkregen product 3x? — 3x 
trekken we af van de veelterm 3x? — 5x + 8. 


We merken op: (3x? — 3x) =-3x? + 3x 


We herhalen deze werkwijze tot de rest nul is 
of een veelterm is waarvan de graad kleiner is 
dan de graad van de deler. 


We kunnen narekenen dat 3x° — 5x +8=(x— I)(3x°+3x— 2) +6. 
We stellen vast dat de graad van de rest kleiner is dan de graad van de deler x— 1. 


61- Veeltermen delen WTA 


14 Als) 


Bepaal het quotiënt en de rest van de deling. Schrijf het verband tussen deeltal, deler, quotiënt en 
rest. Vink elke opgaande deling aan. 


1 (A43 HE+ ID): (A +AA H2) m 


xt +5rtle= 


2 (atx? 12x*+46x- 35): (1°—3X+5) 


2x —x*—12x? +46Xx— 35 = 


3 (LP 21435): (X*— 5x? + 6x 1) 


x° 2x 14 3x 5= 


75 
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4 (x°+125):(x°—5x+25) 


x°+125= … 


5 (10x'+27x°+34x? +31x) : (2x? +3x+2) 


10x*+27x° + 34x? +3lx= 


6 (3x° +24 + 13AS + 104? +4A+H8): (x° +4) 


3x' + 2x' + 13° + 10x° +4 + 8= 
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7 (2 +7Xx*+6x+17): (2x +7) 


WX +7X+OrHI7= 


8 (2x°-9x' +19 +4? — 28+ 11): (-2x +3) 


2x Ix* +19 4x — Bx 1l= 


15 


Met ICT kunnen we nagaan of een deling met veeltermen juist is uitgevoerd. Van de formule van 
de Euclidische deling voeren we het linker- en het rechterlid in als functies en controleren of de 
bijbehorende grafieken samenvallen. 


Controleer de rekenresultaten van opdracht 14. 


Plotí Plot2 Plot? 

1 B34 35-540 

Nzacs-l > CIK“ 243) 
-22+6 
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6 HG 
Bepaal p zodat de deling opgaat. 
1 (txt? + pa): (2 txt 1) 


2 (6x°+px-15):(2x+3) 
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P- Deelbaarheid 


17 wa) 
Gegeven zijn de veeltermen D(x) =7x* — 2x” +2x—6 en d(x)=x—3. 


1 Bepaal het quotiënt en de rest van de deling van D(x) door d(x). 


qa)= 


r@)= 


2 Is de deling opgaand of niet-opgaand? 
3 Schrijf het verband tussen deeltal, deler, quotiënt en rest. 


7x3- 2x? +2 6= 


Deelbaarheid van veeltermen 


Als bij deling van een veelterm D(x) door een veelterm d(x) de rest nul is, dan zeggen we: 
D(x) is deelbaar door d(x) of d(x) iseen deler van D(x) 


Met de formule van de Euclidische deling kunnen we de veelterm D(x) schrijven als een product 
van twee veeltermen: D(x) =d(x) : q(x) r(x) =0 


Voorbeeld 


We tonen aan dat x*—8 deelbaar is door x? + 2x + 4 en we schrijven x° — 8 als een product van twee 
veeltermen. 


«Met de praktische schikking voor de deling berekenen we het quotiënt en controleren we of de 
rest gelijk is aan nul: 


x*+0x+0x-8 | x° +24 
XS 4x x-2 
—2x?-4x-8 
+2x*+4xt+8 
0 
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« Met de formule van de Euclidische deling schrijven we x° — 8 als een product van twee 
veeltermen: 


x°-8=(x°+2X+4)(x-2) 


18 


Toon aan dat de veelterm D(x) deelbaar is door de veelterm d(x) en schrijf D(x) als een product 
van twee veeltermen. 


1 DH) = +5 HIHI dx)=x+x+3 


2x +5K + tI= 


2 D=" + H5A HAHA dlx)=x ++ 1 
xt t5rtdrtde= 
3 D(x)=3K* 5x +15 d(x)=x°-3 


3x* 5x xt 15= … 


4 Da) == tx HA + IIx +3 


att 13e 


5 Dly)=x' ++ 2x 3 


x+2 HI -2x-3= 


dl) =x°—3x-1 
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| Uitdagingen 


© 


We knippen aan de vier hoeken van een rechthoekig stuk karton van 30 cm bij 50 cm 
vier gelijke vierkanten met zijde x cm weg. Het overblijvende deel vouwen we tot een 
doos zonder deksel. 

50 cm 


- - 


Tr 


- 7 - 


1 Delengte /, breedte ben hoogte / van de doos zijn functies van x. 
Noteer deze functies met de formulenotatie. 


2 Schrijf het volume van de doos als een functie van x. Noem de functie f en vul het 
functievoorschrift aan met het werkdomein. 


3 Waarom is het getal 15 geen nulwaarde van f? 


zie pagina 201 
Bepaal a, b, cen d zodat de veeltermen gelijk zijn. 
1 Wax? +3-b en cx°+IXHIdKH4 
2 4x°-2ax'+3bx+8 en —4cx'+8x?-18x-d 
3 (a+2)x?+(b+3)x-5a en 8x°+6x-2c 
4 (4—-ax)-(4—bx) en 6x°-20x+c 
zie pagina 201 


Bepaal het quotiënt en de rest van de deling. Schrijf het verband tussen deeltal, deler, 
quotiënt en rest. 


1 (Atal 1) (445) 3 (rra): 


2 (x?+x+1):(3x-2) 4 (Art +4 5XPH2XH7): (24? +35) 
zie pagina 202 
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es 
EA Het voorschrift is opgebouwd uit een breuk 


Gegeven is de functie f(x) = al 
Wk 


waarvan teller en noemer veeltermen zijn. De functie f noemen we een rationale functie. 


1 Voer de Euclidische deling van x* +x° —9x+ 1 door x° + 1 uit en bepaal het quotiënt 
q(x) en de rest r(x). 


2 In het assenstelsel zijn de grafiek van de functie f en de rechte y= q (x) getekend. 


Hoe verandert het verschil q (x) —f(x) als x groter wordt? Vul de tabel in. 


E3 100 1000 10 000 


fa) 
a) 
a) -f) 
3 Stel dat een punt zich onbepaald ver op de kromme verwijdert. Hoe verandert de 
afstand van dit punt tot de rechte met vergelijking y =q (x)? 


De rechte y =q(x) noemen we een schuine asymptoot van de grafiek van de functie f. 


4 Bepaal een vergelijking van de schuine asymptoot van de grafiek van de functies f‚ g 


enh. 
3x* 2x +1 2x 2x +1 5x 2x +3 
KET N= xj 
fo) x°-3x+2 8) x+1 @) x°—6x-1 
zie pagina 204 
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We ontbinden de veelterm x° +7 +x° +? taat? txt 1 in twee factoren. 
Als de ene factor x° + x+ 1 is, dan is de tweede factor 


(A) x°+1 (B) x*+x°+1 (C) xe+xtrx? 1 
(DIESER en ahh (tele eis pedd 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 206 


Als x° —x— 1 een deler is van ax® + bx® + 1, dan is b gelijk aan 


(A) 2 (B) 1 (c) 0 (D) 1 (E) 2 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 206 


61- Veeltermen delen EAGER 


25 | | Vraag & antwoord 


@ Wat is de graad van een veelterm f(x)? 


De hoogste exponent van x. 


Waarom noemen we 5x® —3x* + 2x — 1 een veelterm van de derde graad? 


Omdat de hoogste exponent van x gelijk is aan 3. 


Noteer met symbolen dat de graad van een veelterm f(x) gelijk is aan 5. 
gr(f)) =5 


Bij de Euclidische deling van twee veeltermen D(x) en d(x) is het quotiënt q(x) en 
de rest r(x). Aan welke voorwaarden moeten de veeltermen D(x), d (x), q(x) en r(x) 
voldoen? 


*_D(x) =d(x)  q(x) + r(x) 
« gr(rx)) <gr(dx)) of _rx)=0 


5 | Wanneer is een veelterm D(x) deelbaar door een veelterm d (x)? 


Als de rest van de deling van D (x) door d (x) nul is. 


86 / 
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62 | Delen door x — a 


DP Regel van Horner 


1 mag) 


We delen de veelterm 3x° + 4x° + 5x —5 door x+ 2. Met de formule van de Euclidische deling 


schrijven we: 


3xt HAA? +55 (+2) t q(x) +r(x) gr(rx)) <grlx+2) of r(x)=0 


1 Wat is de hoogstegraadsterm van het quotiënt q (x)? 


2 Wat is de graad van de rest r(x)? 


3 Bepaal het quotiënt q(x) en de rest r(x). 


3x* +4 +5X-5 


35 — 6x? 


2x +5X-5 


+ 2x? + 4x 
9x-5 
—9x— 18 


x+2 


6.2- Delen doorx-a IAEA d 


Quotiënt en rest bepalen bij deling door x — a 

In de praktische schikking voor het delen van de veelterm 2x° — 10x* + 17x—7 door x— 3 zoeken 
we de berekeningen die nodig zijn om de coëfficiënten van het quotiënt en de rest te bepalen. We 
vatten deze berekeningen samen in een schema. 

In de bovenste rij van het schema staan de coëfficiënten van het deeltal. In de onderste rij staan de 


coëfficiënten van het quotiënt en de rest. 


coëfficiënten van het deeltal 


2x Or +17x- 7 |x-3 2 —10 17 ij 
5 5 3 -3 3 

—2x3+ 6x? 2x -4x+5 a=3 md Rr 12 15 
— Art 7x 7 | 3 Ee e | 5 
+4? 122 i Ï Í Í 
ox id coëfficiënten van het quotiënt rest 

—5x15 

8 


We gaan stapsgewijs na hoe we de coëfficiënten van het quotiënt en de rest berekenen. 


1_De eerste coëfficiënt van het deeltal (2) is de eerste coëfficiënt van het quotiënt (2). 


2 We vermenigvuldigen de eerste coëfficiënt van het quotiënt (2) met a=3 en tellen dit product 
op bij de tweede coëfficiënt van het deeltal. Deze som (-10 +2: 3) is de tweede coëfficiënt van 
het quotiënt (—4). 


3 We vermenigvuldigen de tweede coëfficiënt van het quotiënt (—4) met a = 3 en tellen dit 
product op bij de derde coëfficiënt van het deeltal. Deze som (17 +(—4) : 3) is de derde 
coëfficiënt van het quotiënt (5). 


4 We herhalen deze werkwijze tot de laatste coëfficiënt van het deeltal. 
Deze som (-7+5:3) is de rest van de deling (3). 


In de onderste rij van het schema lezen we de coëfficiënten van het quotiënt af. Omdat de graad 
van het quotiënt één lager is dan de graad van het deeltal, schrijven we: 


q(lx)=2 4x +5 
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omdat de rest een reëel getal is. 


r=8 


Merk op 
ontbreekt. 


Voorbeeld 


Het laatste getal uit de onderste rij is gelijk aan de rest. We stellen de rest voor met de letter r 


graad rest < graad deler 


Het algoritme om op een snelle wijze het quotiënt en de rest van een deling door x—a te 
berekenen, noemen we de regel van Horner naar William George Horner (1786-1837). 


We schrijven 0 als coëfficiënt in het schema van Horner als in het deeltal een macht van x 


We berekenen het quotiënt en de rest van de deling van 2x* + 3x°— 2x + 5 door x+ 4. 


r=333 


2 3 0 2 5 2 + 3 + Ox? — 2x +5 
a=-4 —8 20-80 328 

2 —5 20 82 | 333 
q(x)=2x*—5x*+20x— 82 gra) =4-1=3 


: de 


deeltal, deler, quotiënt en rest. 


1 (24327): (x= 1) 


Bepaal het quotiënt en de rest van de deling met de regel van Horner. Schrijf het verband tussen 


qa) = 


2x +3 -Axt7= 


88 


2 (x'+5x* 7-2 +10): (x-3) 


6.2-Delendoorx-a WEAR 


a= 
40) ane ard 
xXx +5XS TX 2x 10= 

3 (3x' +3 +5 HIHI): (+1) 
a= 
g0)= r= 
3x 3x Hr Ht 1e 

4 (-x'—6x° 4x? +3x 9): (x+5) 
a= 
q)= …. r= 
xt Oxt AHA I= 

5 ('+4r* 3x? 745): (x+2) 
a= 
a)= r= 


2x +4xF IKK E= 
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da 


Bepaal het quotiënt en de rest van de deling met de regel van Horner. Schrijf het verband tussen 
deeltal, deler, quotiënt en rest. 


1 (AF-S 32470): (2-3) 


qe) = 


f= 


25 5xt IS 24+ TK= 


2 (5x° +84! +7X* +4): (x—2) 


qe) = 


r= 


5x +817 de 


3 (*+2x-5): (+4) 


6.2-Delendoorx-a WEAR 


4 (Bx* 9x? +1): (x-2) 


qW)= 


T=.… 


5x t1=. 


5 (-x°+18x°—10x* +32): (x—4) 


q)= 


r= 


Xx + 18x5— 10x° +32 = 


Ge 


Bepaal het quotiënt en de rest van de deling. Gebruik de regel van Horner indien mogelijk. Schrijf 
het verband tussen deeltal, deler, quotiënt en rest. 


1 (3x -x+3):(x? +2) 


qa) = 


r(x)=… 


3x -x+3= 
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2 (3x*-x+3):(x+2) 


qe) 


r(x)=. 


3x xt3= 


ww 


x3r(x—4) 


4 xt:(x*—1) 


6.2-Delendoorx-a WEAR 


DP Reststelling 


5 wal 


1 Bepaal het quotiënt en de rest van de delingen met de regel van Horner. 


(x?+3x- 1): (x—2) 


a) = 


r= … 


(2 +5x +17): (x+3) 


a) = 


FS vaneen OP aanaseesansereeeeseeseneenvereenereeneernennnndennennennennntennnadtenaeddennsedseneedenseece 


(2x* + Aat 1): (x—3) 


a)= 


r= 


(3x*+3a+5): (+1) 


a0)= 


r= … 


2 Bereken de getalwaarden en vul de tabel in. 


deeltal D(x) deler x—a getalwaarde D(a) 


x2+3x-1 x-2 


x°+5X+17 x+3 


2x +41 x-3 


3x +3xH5 x+1 


3 Vergelijk de getalwaarde D(a) met de rest r van de deling van D(x) door x — a. Wat stellen we 
vast? 


Hoofdstuk 6 Delingen met veeltermen 


Reststelling 


De rest van de deling van een veelterm D(x) door x — a is gelijk aan de getalwaarde D(a). 


Met deze stelling kunnen we de rest van een deling door x— a bepalen zonder de deling uit te 
voeren. 


Voorbeeld 


We bepalen de rest van de deling van de veelterm D(x)=x°— 2x +5 door x + 2 zonder de deling uit 
te voeren. Volgens de reststelling is de rest r gelijk aan D(-2). 


D(-2)=(-2}°-2:(-2)+5 
=-8+4+5 
=l 

Bijgevolg: r=1 


Reststelling bewijzen 


We kunnen de reststelling aantonen met de formule van de Euclidische deling. 


DW) =d) q) tr) gr(r@0) < gr(d() 
D@)=(x-a) gl) tr de)=x-a en rW=r 
D(a)=(a—a):qla)+r getalwaarde van D(x) voor x =a 
D(a)=0:q(a)+r 

D(a)=r 


s 4e 


Bepaal de rest van de deling van D(x) door d(x). Vink elke opgaande deling aan. 


1 DW) =H HEX 3 d(x)=x-1 
r= 

2 DH) =5xt +32 d(x)=x+1 [] 
r= 

3 D(x)=x*-2x+2 d(x)=x-2 
r= 

4 D(9)=3x| + + +51 d(x)=x+2 


r= 


5 D(4)=2x° 7x +3 dlx)=x-4 

6 D)=x tax xt 1 d(x)=x-1 
r= 

7 D(x)=x*—27x dlx)=x+2 
r= 

8 DW) =2" 5x EK dlx)=x-2 
Paans 


de 


Bepaal p zodat de deling de gegeven rest heeft. 


1 (2x*+px?-x-7):(x-2) r=3 
2 (5x'+18x*+prx* a+ 15): (x+3) r=0 
3 (x*-px°+3):(x-3) r=5 


6.2-Delendoorx-a PEAR 
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Ga 


Bepaal p zodat de deling de gegeven rest heeft. 


1 (ax? —Apx + p?): (+1) r=0 


2 (p°x°—3px+5):(x-3) r=3 


6.2-Delendoorx-a  GEARTAd 


P- Deelbaarheid door x — a 


ma) 


Onderzoek met de reststelling of de veeltermen deelbaar zijn door x— a. Vink in het schema de 
delers aan. 


veelterm 


x?+5x+4 


xx dr d 


—x +54 


x?-16 


Deelbaarheid door x —- a 


Een veelterm D(x) is deelbaar door x— a als de rest van de deling nul is. Volgens de reststelling is 
de rest gelijk aan de getalwaarde D(a). 


Kenmerk van deelbaarheid door x — a 


Een veelterm D(x) is deelbaar door x — a als en slechts als de getalwaarde D(a) gelijk is aan nul. 


Voorbeeld 
We onderzoeken of de veelterm D(x) = 2x? + 3x? — 5x — 6 deelbaar is door x + 2. 
We berekenen: 
D(-2)=2" (-2} +3: (-2)?-5-(-2)-6 
=-16+12+10—6 
=0 


De veelterm D(x) is deelbaar door x+ 2. 


Eigenschap 


Als een veelterm D(x) met gehele coëfficiënten deelbaar is door x — a, met a een geheel getal, dan is 
a een deler van de constante term van D(x). 


Bijgevolg kunnen alleen delers a van de constante term van D(x), delers van de vorm x—a 
opleveren. 
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Voorbeeld 
We zoeken alle delers x— a met a een geheel getal van de veelterm 2x°* + 3x* — 5x —6. 
Delers van de constante term —6 zijn 1,1, 2,2, 3,3, 6 en —6. 


a | 1 mi 2 2 3 =3 6 


D(a) —G 0 12 0 60 —18 504 


Delers van de veelterm 2x° + 3x° — 5x — 6 zijn x+ len x+2. 


10 A) B) 


Zet een vinkje als de veelterm D(x) deelbaar is door d(x). 


1 D(4)=3|— +4 d(x)=x+2 


2 D= TK HU AK HO dlx)=x-1 


3 D(w)=x +23 dl) =x+3 
4 Dx) =x' 2457 d(lx)=x-2 
5 Dl) =P +8 +835 d(lx)=x+5 


6 D(x)=x° 4x +2 Bx 5 dlx)=x-4 


7 D(w)=x* IX +2 THS d(lx)=x-3 


8 Dw)=xt xt? 1 d(x)=x+1 


11 Als 


6.2-Delendoorx-a WEAR 


De veelterm heeft —12 als constante term. Zet een vinkje bij elke deler a van —12 waarvoor x— a 


een deler is van de veelterm. Maak gebruik van ICT. 


veelterm 


delers van —12 


3| 4 


1 | xt—6x° +9? + 4x 12 


x°—13x-12 


x*+8x*+ 1x? 8x 12 


xr 3d 12 | 


A WN 


x'+Ox*—33x? + 35x— 12 


12 AllB 


Bepaal p met het kenmerk van deelbaarheid door x — a zodat de veelterm D(x) deelbaar is door 


de deler d(x). 
1 DW) = 2 HI + pH5 d(x)=x+2 
2 D()=x*+px+12 d(x)=x-3 
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13 A) B 


We onderzoeken het kenmerk van deelbaarheid door (x— a) (x— b). 
Gegeven is de veelterm D(x)=x7 —x° +7x°—7. 


1 Toon aan dat D(x) deelbaar is door x— 1 en door x+ 1. 


2 Toon aan dat D(x) deelbaar is door het product (x— 1) (x+ I). 


3 Vervolledig het kenmerk van deelbaarheid door (x— a) (x — b). 


Een veelterm D(x) is deelbaar door (x — a) (x — b) met a#b als 


4 Toon aan dat D(x)=x° +x°—6x° + 3x? + 3x — 18 deelbaar is door (x— 2)(x + 3) zonder de deling 
uit te voeren. 


1e a) 


1 Toon met de reststelling aan dat de tweeterm D(x) =x°*—8 deelbaar is door x— 2. 


2 Bepaal het quotiënt van de deling van x° —8 door x— 2. 


a) = 


100 
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3 Ontbind x°—S8 in factoren. 


Ontbinding van x° — a? en x° + a° 
We kunnen het verschil en de som van twee derdemachten ontbinden in factoren. 


Ontbinding van x° — a° 


Met de reststelling tonen we aan dat de tweeterm f(x) =x°* — a* deelbaar is door x— a: 
fla)=a*-a*=0 


We berekenen het quotiënt q (x) van x° — a* door x— a met de regel van Horner. 


1 0 0 —a° flx) =2° + Ox? + Ox —a* 
a a a° a’ x-a 
1 a ae | 0 q(x) =X +ax + a? 


Met de formule van de Euclidische deling kunnen we x* — a* ontbinden in factoren. 


Formule: x°- a? =(Xx-a) (x° + ax +?) 
Voorbeeld 


We ontbinden x* —8 in factoren. 
x-8=r- 2? 


=(x—2)(X? + 2x +4) 


Ontbinding van x° + a° 
Met de reststelling tonen we aan dat de tweeterm f(x) = x* +a* deelbaar is door x+ a: 
f(-a)=(-a)}+a*=—a+at=0 


We berekenen het quotiënt q (x) met de regel van Horner. 


1 0 0 (5 flx) =2° + Ox? + Ox + a? 
—ú —a a? —a® x+a=X-(-a) 
| 1 —a a? | 0 qlx)=x axa 


Met de formule van de Euclidische deling kunnen we x® + a* ontbinden in factoren. 


Formule: x°+a°=(x+a)(x -ax+ a?) 
Voorbeeld 


We ontbinden x° + 8 in factoren. 
x+8=xt +2 


=(x+2)(x°—2x+4) 


tol 


Hoofdstuk 6 Delingen met veeltermen 


15 (A) B) 


Ontbind in factoren. 


5 a°-8= 

6 275°+8t*=. 

7 125a*—64b*= 

&: TOOORSTE nantes e 
9 xytzi= 

10 64a*b*—c'= 


16 A) B 


Ontbind in factoren. 
1 2xêtat= 


2 =s°- iz 


5 27 +1= 
6 125x°+1= 


7 x!-yS= 


8 x=. 
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17 


Ontbind in factoren. 
1 x= 

2 2a°+16= 

3 ab'—a'b= 


4 8a'*+125b®= 


18 


Ontbind x° — y° in factoren als een verschil van twee kwadraten en als een verschil van twee 
derdemachten. 


1 at-ytel pl r 
2 eye jd y 


Volgens welke werkwijze verkrijgen we de meeste factoren? 
Leid uit deze twee ontbindingen van x° — y° een ontbinding af van de veelterm x° + x°y* +y'. 


x'txytty'e= 


19 AjlB 


Ontbind in zoveel mogelijk factoren. 


1 x°tl= 


3 x?(x°-I)= 


103 
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Veeltermen met onbepaalde coëfficiënten 


Om onbepaalde coëfficiënten te berekenen van een veelterm die aan één of meerdere voorwaarden 
moet voldoen, kunnen we de formule van de Euclidische deling, de reststelling of het kenmerk van 
deelbaarheid door x— a toepassen. 


Voorbeeld 


We bepalen de rest van de deling van D(x) door (x— 2)(x — 3) als gegeven is dat de veelterm D(x) bij 
deling door x— 2 rest 28 heeft en bij deling door x— 3 rest 80. 


De deling van D(x) door (x— 2)(x — 3) schrijven we met de formule van de Euclidische deling: 
Da) =(x- 2-3) + q(x) +r(x) en gr(r(w)) < gr((x— 2x 3)) of _r()=0 

Omdat de deler (x — 2)(x — 3) van de tweede graad is, kan de rest hoogstens van de eerste graad 
zijn. 

De rest r(x) schrijven we met de onbepaalde coëfficiënten a en b: 

r(x)=axtb 


Bijgevolg kunnen we de veelterm D(x) schrijven als: 
D(x)=(x-2)(x—3) + q(x) +ax+b 


Uit het gegeven en de reststelling volgt: 
D(2)=28 

(2-2}(2-3)-q(2)+a- 2+b=28 
2a+b=28 

D(3)=80 

(3-2(3-3)-q(3) +a-3+b=80 
3a+b=80 


Om de onbepaalde coëfficiënten a en & te bepalen, lossen we het stelsel op: 


2a+b=28 | +1 -3 

3a+b=80 | (-1) | (-2) 

2at+b= 28 6a+3b= 84 
—3a—b=-80 —6a —2b=-—160 
—a =52 b= -76 


De rest van de deling van D(x) door (x— 2)(x— 3) is gelijk aan de veelterm 52x— 76. 


6.2-Delendoorx-a WEAR 


20 A ls 


Bepaal de rest van de deling van D(x) door (x— 2)(x + 5) als gegeven is dat de veelterm D(x) bij 
deling door x— 2 rest 31 heeft en bij de deling door x+ 5 rest 122. 


21 Als) 


Bepaal de rest van de deling van D(x) door (x— 4)(x + 2) als gegeven is dat de veelterm D(x) bij 
deling door x —4 rest —14 heeft en bij deling door x + 2 rest 28. 
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22 | 

Een vlucht met een luchtballon duurt drie uur. De hoogte van de ballon kunnen we beschrijven 
met de formule: 

h=-—100t: (£— 1): (£—-3) h:hoogteinmeter —_ t:tijd in uur 


Op welke tijdstippen staat de ballon aan de grond? 
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Hogeregraadsvergelijkingen a : b = 0 oplossen 
Om een hogeregraadsvergelijking van de vorm a : b=0 op te lossen: 
«stellen we elke factor gelijk aan nul; 
«lossen we de verkregen vergelijkingen op. 
Voorbeelden 
(x- 1x? 4) =0 
x-1=0 of x-4=0 elke factor gelijkstellen aan nul 
x=l x=4 vergelijkingen oplossen 

x=2 of x=2 
75t*—5t*=0 
5t(15-t)=0 gemeenschappelijke factor St? afzonderen 
5t=0 of _ 15-t=0 elke factor gelijkstellen aan nul 
t=0 t=15 vergelijkingen oplossen 


23 


Los de vergelijking op. 
1 (e+ IK? -9)=0 2 (xt4)(A+4)=0 
3 7x(3x+5)=0 4 (3x+ (2x 5) =0 
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5 x(x°+8)=0 6 (x-5)(x°-5)=0 


“0 
Los de vergelijking op. 


1 (2445)? 5x 14) =0 


2 (2x? +3xt (2 +5 1)=0 


3 x(x?-3x-4)=0 


4 (X2+4x-3(5x 3x 4)=0 
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6.2 - Delen door x — a 
25 Aj B) 


Los de vergelijking op. 


1 x°—4x=0 


2 xr? 20 


3 2x'+2x=0 


Derdegraadsvergelijkingen oplossen met deling door x —- a 


Als a een oplossing van een derdegraadsvergelijking D(x) =0 voorstelt, dan is de getalwaarde D(a) 
gelijk aan nul. Bijgevolg is de veelterm D(x) deelbaar door x— a en kunnen we de vergelijking 
D(x)=0 oplossen. 


D(x)=0 
(x—a): g(x) =0 q(x) is het quotiënt van D(x) door x -a 
x-a=0 of _q(x)=0 elke factor gelijkstellen aan nul 


De vergelijking x —a =0 heeft a als oplossing. De vergelijking q (x) =0 is een 
tweedegraadsvergelijking die we kunnen oplossen. 


Voorbeeld 
We lossen de vergelijking 6x* — 13x® +x+2=0 op. 


We zoeken een deler x— a met a een geheel getal van de veelterm 6x° — 13x° +x+ 2. 
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10), 


a | il =i 


Delers van de constante term 2 zijn 1,1, 2 en —2. 


= 


D(a) | 4 —18 


We lossen de vergelijking op: 


6x* 13? +x+2=0 


(x—2(6x?—-x—1)=0 


x-2=0 of 6x°-x-1=0 
x=2 zn of zeen 

2 3 
Merk op 


—100 


Een deler van de veelterm 6x* — 13x* +x+2isx—2. 


6x — 13x° +x + 2 delen doorx — 2 


6 13 1 2 

a=2 12 =2 =2 

| zj Hi o 
al) = 0-1 


elke factor gelijkstellen aan nul 


D=(-1}?-4-6:(-1)=25>0 


Een derdegraadsvergelijking heeft hoogstens drie oplossingen. 


26 (A) a) 


Los de derdegraadsvergelijking op. 


1 x*-7x+6=0 


6.2-Delendoorx-a WEAR 


2 2 +3x°—12x-20=0 


3 6x°-17x°-3lx+12=0 
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4 xx? 10x-12=0 


E | 


D(x) | 


5 x°+5X°+7x+12=0 
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6.2- Delen doorx-a  GlARTAd 


Derdegraadsvergelijkingen oplossen 


We berekenen de oplossingen van de derdegraadsvergelijking Gx° — 13x® +x + 2 = 0. 


TEXAS INSTRUMENTS 


Met de toepassingstoets APPS kunnen we de toepassing PlySmlt2 oproepen. In het MAIN MENU 


kiezen we de optie POLY ROOT FINDER. 
m_[APPS] P [w: tot PlySmit2) [ENTER] [ENTER] [1: POLY ROOT FINDER] 


EET 


Periodic 
MF 1-sSmlt2 
tPolsSmlt 
:Prob Sim 
PuzzPack 
JPériod 


EE PaLY ROOT FINDER 
2: SIMULT EUN SOLVER 
3: REDUT 

4: POLY HELP 

5: SINULT HELP 

6: QUIT POLYSMLT 


We voeren de graad 3 van de vergelijking in en kiezen voor een decimale notatie van de 


oplossingen. We drukken de toets F5 (NEXT) en voeren de coëfficiënten in. 
m (FS:NEXT] 6 [ENTER] —13 [ENTER] 1 [ENTER] 2 


ORDER 12845670910 
aebi retain) 

FRAC 

SCI EG 

Oi23H56708 
AS CID EGREE] 


az xt tatxtan=td 


We drukken de toets F5 (SOLVE) om de vergelijking op te lossen. 


m_[F5:SOLve] 


ER “pip tertaond 


De oplossingen van de vergelijking zijn 2 ; 0,5 en —0,33.... 


CASIO 


In het menu EQUA kiezen we voor het submenu Polynomial. 


m [MENU] (8:EQUA] (F2: POLY] 
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Ee) Delingen met veeltermen 


27 Ads) 
Los op met ICT. Rond af op 2 decimalen. 
1 x°-3 24 =0 


2 x°-3r-2=0 


3 P+ +4xH3=0 


4 x°-4x°+8=0 


28 A) 


Controleer met ICT de rekenresultaten van opdracht 26. 


6.2- Delen doorx-a GLD 


| | Uitdagingen 


o 


© © 


Bepaal p zodat de delingen (x* — 2x* — 2px +3): (x— 2) en (x°+3x° —px+5):(x+2) 
dezelfde rest hebben. 
zie pagina 207 


Bepaal p en q zodat de veelterm D(x) =x* + px? + qx+ p deelbaar is door x — 3 en 
door x+ 2. 
zie pagina 207 


Bepaal p zodat de deling (x° — 4px + 2p*) : (x— 2) een rest gelijk aan p heeft. 
zie pagina 207 


Toon aan dat de veelterm D(x) =3x° — 8x? —x+ 10 deelbaar is door x? —x— 2 zonder de 
deling uit te voeren. 
zie pagina 208 


Een veelterm D(x) heeft bij deling door x— 1 rest 3 en bij deling door x + 1 rest —1. 
Bepaal de rest van de deling van D(x) door x? — 1. 
zie pagina 208 


Een veelterm D(x) heeft bij deling door x — a rest c en bij deling door x— b rest d met 
a # b. Bepaal de rest van de deling van D(x) door (x— a) (x— b). 
zie pagina 209 


Gegeven zijn de veeltermen x° + 1, x° +1, x* + 1,x° + 1, x° + 1. Hoeveel van deze 
veeltermen kunnen ontbonden worden als een product van veeltermen met een lagere 
graad en met reële coëfficiënten? 


(A) 0 (B) 1 (Cc) 2 (D) 3 (E) 4 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 209 
Los op. 
1 x?-x?-xt1=0 4 x(x-1)-(x-1)=0 
2 x°+5x?-x-5=0 5 (x+3)(r-4)?-(x+3)=0 
3 x°-3x +2 —6x=0 6 (x—-2)(x° 4) —(x-2)=0 
zie pagina 210 


Welke veelterm is geen deler van (x— 1)(x° +)? 


(A) xi-xt trl (B) x?-2+1 (C) x?-x 
(D) xx (E) x*— 2x 1) +1 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 211 
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® Ontbind in factoren. 


1 2-4 5 8x? (x-3} 
2 3-8? 5xHG 6 (3x 2) + (2x + 1) 
3 5x°+4x°—3lx+6 7 (3x+2)' +1 000 000 
4 xt +34 8 64x? (1-3) 


zie pagina 212 
Voor welke waarden van de variabele p heeft de functie f(x) =x° + 4px drie nulwaarden? 


(A) p<-1 (B) p<0 (©) p<l 
(D) p<-1 (E) p<0 (F) p<l 
zie pagina 214 


Bij deling van de veelterm x*+x° +27 4x! alta rl) ++ door de veelterm 
x*— Lis er een rest. De getalwaarde van die rest voor x= 2 is 


(A) 2 (B) 3 (c) 9 (D) 18 (E)E27 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 215 


6.2- Delen doorx-a  GIARTAd 


Cn) | | Vraag & antwoord 


@ Hoe noemen we het algoritme om op een snelle wijze het quotiënt en de rest van een 
deling door x—a te berekenen? 


De regel van Horner. 


Formuleer de reststelling. 


De rest van de deling van een veelterm D(x) door x — a is gelijk aan de getalwaarde D(a). 


Onder welke voorwaarde is volgens de reststelling een veelterm D(x) deelbaar 
door x— a? 


Als de getalwaarde D(a) gelijk is aan nul. 


Ontbind x* — a* in factoren. 


x-a'=(X-a) (X° +ax+a?) 


Ontbind x°+a* in factoren. 


x +a'=(X+a)(x*-ax + a°) 


\1I7 
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Complexe getallen 


LEERPLAN B: voor de leerlingen met 5 wekelijkse lestijden behoren de leerinhouden in 
dit hoofdstuk tot de basisleerstof, voor de leerlingen met 4 wekelijkse lestijden tot de 
uitbreidingsleerstof. 


8.1 


8.2 


Complexe getallen in de vorm a + bi 


Complex getal 

Rekenen met complexe getallen 
Tweedegraadsvergelijkingen 
Uitdagingen 

Vraag & antwoord 


Complexe getallen in de goniometrische vorm 


Goniometrische vorm 

Rekenen met complexe getallen 
Binomiaalvergelijkingen 
Uitdagingen 

Vraag & antwoord 


(1 +)? (+)? 


120 
127 
141 
147 
148 


149 
158 
180 
183 
186 


«| 


9, 
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Hoofdstuk 8 Complexe getallen 


8 


| Complexe getallen in de vorm a + bi 


DP Complex getal 


1 a) 


Los de vergelijkingen op. 

a xtl=7 d x+4=3 
b 2=5 e x?=16 
c x=3 f x?=-l 


1 Welke vergelijkingen hebben een natuurlijk getal als oplossing? 

2 Welke vergelijkingen hebben een geheel getal als oplossing dat geen natuurlijk getal is? 
3 Welke vergelijking heeft een rationaal getal als oplossing dat geen geheel getal is? 

4 Welke vergelijking heeft een reëel getal als oplossing dat geen rationaal getal is? 


5 Welke vergelijking heeft geen reëel getal als oplossing? 


Het getal i 


Tweedegraadsvergelijkingen hebben niet altijd reële getallen als oplossing, bijvoorbeeld: x?=—1. 
We kunnen geen reëel getal ontdekken waarvan het kwadraat gelijk is aan —1, 


Om de vergelijking x* =—1 te kunnen oplossen, breiden we de reële getallen uit met een nieuw 
soort getallen. Daarvoor voeren we een ‘denkbeeldig getal í” in waarvan het kwadraat gelijk is 
aan —l. 

Het getal i met kenmerk i?=—1 noemen we de imaginaire eenheid. 

Het getal í en zijn tegengestelde —i zijn oplossingen van de vergelijking x* =—l omdat i*=—1 en 
Gijt=i=-l. 


8.1 - Complexe getallen in de vorm a + bi 


Het getal í stelt een vierkantswortel van —1 voor. De notatie /—1 mogen we niet gebruiken. Het 
rekenen met vl leidt tot tegenstrijdigheden als de rekenregels voor vierkantswortels verkeerd 
worden toegepast: 


Merk op 


FOUT 


; 
LEEN aleen 


Om dergelijke rekenfouten te vermijden, is de notatie J—1 vervangen door het symbool í. 


In de elektriciteitsleer duiden we de imaginaire eenheid aan met de letter j omdat de letter í kan 
leiden tot verwarring met het symbool voor stroomsterkte. 


Voorbeelden 


Tweedegraadsvergelijkingen die geen reële oplossingen hebben, kunnen we nu oplossen. 


xi=4 

xt=4: (—1) 

x=di Pz 

x=2i of x=-2i (2if=4it  (-2iP=4it 
x'=5 

x'=5"(-1) 

x'=5i° Pz 

x=v5i of x=—5i (Wai =sr (NB) es 
x=2,24iï x=-2,24i afronden op 2 decimalen 


: 4e 


Zet een vinkje achter elke juiste uitspraak. 


1 i=-l 4 iis de imaginaire eenheid 
2 im 5 iis een reëel getal 
3 P=l 6 istelt een vierkantswortel van —l voor 
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Complexe getallen 


3 aj el 


Los op. Rond af op 2 decimalen. 


1 xi=-16 2 x°=-3 

3 2x?=14 4 (x+3)(x-3)= 11 
5 x°+25=0 6 (x+4)?=8x+12 
Complex getal 


Veelvouden van de imaginaire eenheid i noemen we imaginaire getallen, bijvoorbeeld 2i en /5i. 
Als we aan het imaginair getal 2i het reëel getal 3 toevoegen, dan verkrijgen we het samengestelde 
getal 3 +2i. 


Een getal van de vorm a + bi met a en b reële getallen en í=—1 ‚noemen we een complex getal. Het 
reëel getal a noemen we het reëel deel en het reëel getal b het imaginair deel van het complex getal 
a+ bi. 


De verzameling van de complexe getallen duiden we aan met het symbool C. 


We schrijven: 3+2ie C 3 + Zi is een complex getal 
6e C =6 = -6 + Oi is een complex getal 
sie C Si = 0 + 5i is een complex getal 


8.1 - Complexe getallen in de vorm a + bi 


De verzameling C is een uitbreiding van de verzameling R omdat elk reëel getal een complex getal 


is waarvan het imaginair deel nul is. 


Gelijke complexe getallen 


Complexe getallen zijn gelijk als de reële delen en de imaginaire delen gelijk zijn: 


atbi=c+tdi © a=c en b=d 


a,b‚ode R 


ae 


Bepaal het reële deel en het imaginaire deel van elk complex getal. Vul de tabel in. 


1 


2 


3 


4 


5 


complex getal 3+4i 


2i 


—7 +2i 


4 


3-3 


reëel deel 


imaginair deel 


sd 


Bepaal de reële getallen a en b. 
1 3-2i=a-bi 


3 a+3i=2-bi 


5 2a-bi=4+3Ï 


7 3a-2i=5+2bi 


2 b=3+ai 


4 2i=a—bi 


Kal 


(a+3)+(b—2i=4-3i 
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Complexe getallen 


9 —a-i=2b-i 10 —i=a-bi 


U atbi=a-bi 12 a+bi=—a—bi 


6 4e 


‘Vul in met het meest passende symbool N, Z, Q, R of C. 


1 133..e 6 1+2ie unie 
28 7 Hà 12 8 

€ 36 3 
3 die 8 1,010010001...e 13 Te 
4 5e 9 VIe 14 31de 
5 Ne 10 -1-ie 15 —6ie 


Complexe getallen voorstellen in het complexe vlak 


Een complex getal a + bi wordt volledig bepaald door de reële getallen a en b. 


Met elk complex getal a + bi komt een punt Z(a, b) van het vlak overeen en omgekeerd: 


Het vlak waarin we de complexe getallen voorstellen met punten, noemen we het complexe vlak of 
het vlak van Gauss. De x-as noemen we de reële as en de y-as de imaginaire as. 
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We stellen de complexe getallen van de tabel voor in het complexe vlak. 


Voorbeeld 


punten in het u 
complexe getallen complexe vlak |l E | 
—6+5i 
3+4i 3,4) EEEN EEE 
—6+5i 6,5) | | 
—4-2i (4,-2) EELEEEESAES 
L lars 
4-7i 4) me ien 2 
Ï let El 
6 (6,0) í 
i (0, 1) jeje EE Sad 
6=6+0"i ie en 
iz0+1:i 


Op de x-as vinden we alle reële getallen terug omdat een punt (a, 0) het reëel getal a voorstelt. 


Alle imaginaire getallen liggen op de y-as omdat een punt (O, b) het imaginair getal bi voorstelt. 


Ge 


‘Vul de tabel in en stel de getallen voor in het complexe vlak. 


complexe getallen punten complexe vlak 
1 2-3i AC , ) 
2 243i BL) 4 
3 0 C ‚ ) | 
4 —4i Dl, ) 
8 
5 5 EC ) ot zi 
6 4-i A ) 
: — Bme Nee d 
8 i HC ; ) 
9 5i+1 B ) 
10 —5-5i / ; ) 
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e ae 


Waar vinden we de reële getallen terug in het complexe vlak? 


Waar vinden we de imaginaire getallen terug in het complexe vlak? 


Bepaal de complexe getallen die door de punten worden voorgesteld. 


punten in complexe vlak |__complexe getallen 
AC , ) 
B) 
C , ) 
D , ) 
El B ) 
A , ) 
G( B ) 
HC , ) 
il B ) 
J ‚ ) 


81 - Complexe getallen in devorma+bi Wieabid 8 


D Rekenen met complexe getallen 


ma) 


Bewerkingen met complexe getallen voeren we uit zoals bewerkingen met tweetermen waarbij 
we i° vervangen door —1. 


Bereken. 


1 (l+2ĳ)+(-3+4i) = 
2 (l+2i)-(-3+4i) = 
3 3(1+2i) = 
4 i(-3+4i)= 
5 (l+2ĳ)-(-3+4i) = 


6 (l+2i)'= 


Complexe getallen optellen 


Om de som van twee complexe getallen te berekenen, tellen we de reële delen en de imaginaire 
delen op: 


(7 —2i) +(2+3i) =(7 +2) +(-2+3)i 
=9+i 


De voorstellingen van de getallen en hun som in het complexe vlak zijn drie hoekpunten van een 
parallellogram met de oorsprong als vierde hoekpunt. 


[7Á2i 
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10 (Aj B) 


Bereken. 

1 (2-31) +(4+3i)= 6 (3-2) +(4+ij= 
2 (-2-i)+(3-4i)= 7 5i+t(2-ĳ)= 

3 (-2-51)+(-5-2i)= 8 3+(G-i)= 

4 Brede 9 2i+5i= 

5 (lt) +ti= 10 (2-)+(2+i)= 


ne 


Teken de sommen in het complexe vlak en verbind de opeenvolgende punten. 


1 (2+i)+(1+2ĳ) 


„ 


(1 + 2ĳ) + (—1 + 2i) 


we 


(-1 + 2i) + (-2 + i) 


BaN 


(-2+i)+(-2-i) 


5 (-2-i)+(-1-2i) 


Kl 


(-1—2ĳ) + (1 -2i) 


Nt 


(L-2i)+(2-5) 


(2-i)+(2+i) 


Complexe getallen aftrekken 


Twee complexe getallen waarvan de som gelijk is aan nul, noemen we tegengestelde complexe 
getallen: (a+bi)+(—a—bi)=0 


We noteren: _—(a + bi) =—a—bi 


We lezen: het tegengestelde van a + bi is —a — bi 
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8.1 - Complexe getallen in de vorm a + bi 


De voorstellingen van a + bi en —a — bi liggen symmetrisch ten opzichte van de oorsprong. 


Bf dR 


Verschil van twee complexe getallen 


Om het verschil van twee complexe getallen te berekenen, tellen we het eerste complex getal en het 
tegengestelde van het tweede complex getal op: 


(8 + 5i) — (4 —7i) =(8+5i) +(-4+7i) tegengestelde van 4 — 7i 


=4+12i complexe getallen optellen 


nae 

Bepaal voor het complex getal zijn tegengestelde en stel beide getallen voor in het complexe vlak. 

comDlEr vetal tegengestelde LT | Li | 

Dee complex getal | 

| | 

1 5+3i í | 

Í 

| 

2 -5+3i LL 

LL 
3 5-—3i : - il LI} | le i | x 

[ T 

L 1 

4 —5-3i | | 

I 

5 Si | 

| 

6 —5 | 
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13 


Bereken. 
1 (BFT arne ar Eeten 


3 (2-3i)-(4+3ij= ed We 
4 (Db BL anneer 
Cn 


6 (lii 


ms 
hed 


1-4) (24e 


14 A B 


Teken de verschillen in het complexe vlak en verbind de opeenvolgende punten. 


1 (2+i)-—(1+2i) 


2 (l+2ĳ)—(-1+2i) 


3 (—l+2ĳ)-(-2+i) 


4 (2+i)-(2-i) 


5 (-2-ĳ)-(-1-2ĳ) 


6 (-1-2i)-(1-2i) 


7 (l-2W-(2-5) 


8 (2-iĳ)-(2+i) 
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8.1 - Complexe getallen in de vorm a + bi 


Complexe getallen vermenigvuldigen 


Het product van twee complexe getallen kunnen we berekenen zoals het product van twee 
tweetermen waarbij we i® vervangen door —1: 


(1 +2i) : (3 +4) =3 +4i+6i+8i° 
=3+4i+6i-8 
=-5+10i 


Machten van complexe getallen 


Machten van complexe getallen met een natuurlijke exponent kunnen we berekenen zoals 
machten van tweetermen. 


Voorbeelden 
(l+2i?=1+4i+4i? kwadraat van een tweeterm 
=1+4i-4 B 
=-344i 
(1 + 2i)*= (1 +2i)(1 + 2) product van machten 
=(-3+4i)(l +2) zie vorig voorbeeld: (1 + 2i)? = -3 + 4i 
=-3—6i+4it8i distributieve eigenschap 
=-3-6i+4i-8 P=-1 
=-ll-2i 
zit i? product van machten 
=(-I) (1) Pnt 
=l 


5 de 


Bereken. 

1 (2-4) G+i)= 

2 (l+i)(5-6ĳ)= 

3 (-7-2)(-1-3i)= 


4 (4+2i)(-5-ij= 
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55 DEAR reeet 
Ond AT 

7 (EBG) DS aoe nininideeeninie een 
8 Ai: (2)= nn 

Ó BiA nee 


10 (3-3): (-3i)= … 


16 A) B 


Bereken. 

A (BSS Deen 
2 (G+it= 

3 (B-TDC3-T= 
4 (2-3ĳt= 

5 (2-70(2+7i)= 

6 (V2-i)(V2+i)= 

7 (ltt= 


8 (l+i'= 


9 (2-4i'= 


VO ennen LE 
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17 GG 


Bereken de machten van de imaginaire eenheid. 


1 ü= 6-1= 
2 = 7 i= 
3 i= 8 i?= 
4 i= 9 i= 
5 P= 10 i= 


Toegevoegde complexe getallen 


Twee complexe getallen met gelijke reële delen en tegengestelde imaginaire delen, noemen we 
toegevoegde complexe getallen. 


We noteren: _a+bi=a—bi 
We lezen: het toegevoegde complex getal van a + bi is a — bi 


De voorstellingen van a + bi en a — bi liggen symmetrisch ten opzichte van de x-as. 


Da 
US AS a+bi 
1 
+ =i F 
o 1 EN 
=i— Et tkbi 


Voorbeelden 


iz0+1:i 


3=3+0"i 


Product van toegevoegde complexe getallen 

Het product van twee toegevoegde complexe getallen is een reëel getal: 

(5+2ĳ) - (5-2) =25—4i* (a+b)(a-b)=a*-b? 
=25+4=29 
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EE 


Bepaal voor het complex getal zijn toegevoegde en stel beide getallen voor in het complexe vlak. 


eee EE | 

IE | 

1 5+3iï 

2 —5+3i | Ll} | 

3 5-—3iï e : EEEN NK) ï 

| | 

4 5-3 - - EDER Í | 

5 3i - - | 
6 =5 TA là | üE 


19 


Bereken het product van de toegevoegde complexe getallen. 


1 (l+2ĳ) (1+2ĳ)= 

2 (5-7) (5-7i= 

3 (-3+41)C3+di)= 
4 (-4-6ĳ) (-4-6ĳ)= 
5 5i-5i= 

6 (l+(l+d= 


7 3:3= 
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Toon aan dat de som en het product van twee toegevoegde complexe getallen reële getallen zijn. 
(a+ bi) +(a+ bi) = 


(a+ bi)(a + bi) = 
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8.1 - Complexe getallen in de vorm a + bi 


Complexe getallen delen 


Om het quotiënt van twee complexe getallen te berekenen, vermenigvuldigen we deeltal en deler 

met het toegevoegde complex getal van de deler. Zo verkrijgen we een reëel getal als deler. 

=5+5i _ (C5+5i(1-2i) 
1+2i _ (l+2ĳ(1-2ĳ) 


toegevoegde complex getal van 1 + 2i is 1 — 2i 


r —5+10i+5i— 10 distributieve eigenschap 

14 product van toegevoegde tweetermen 

—5+ 10i+5i +10 8 

Ee i=-1 

144 
_5+15i 

5 

=1+3i 


Merk op 


Het omgekeerde complex getal van a + bi noteren we als (a + bi)": (a+bi)'= 


a+bi 


21 A) B 


Bereken. 


1 


Ee 
ï 


3-2 
5i 
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FE 


1-2i 


22 A) B 


Bereken. 


7 C-27 +21) 
2-i \ 


„2 
3 GB _ „ 
Sti 


(l+2i)(3+4i) 
(4+3(2+1) 


8.1 - Complexe getallen in de vorm a + bi 


tE dl 
A-D? A+? 


23 
Gegeven zijn de complexe getallen: c‚=-2+3i c‚=l+i c‚=2i c‚=-l 


Bereken. 


vel 
1 eren= 


2 . 2 
2 C3-C,' CHC; 


3 (ete, tete) = 


dE NEE (PSE ane en etten 


5 e,-2e,°e,te,= 
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Complexe getallen 


Vierkantswortels van een negatief reëel getal 


We weten dat een reëel getal kleiner dan nul geen reële vierkantswortel heeft: 
x=-49 > xe R 
We zeggen dat -49 geen vierkantswortels in R heeft. 
Rekenen we met complexe getallen, dan kunnen we —49 schrijven als: 
—49=49- (-1)=49i° 
Er zijn twee complexe getallen waarvan het kwadraat gelijk is aan —49: 
(7ijt=49i*=-49 en _ (-7ij=49i*=—49 


De tegengestelde getallen 7i en —7i noemen we de vierkantswortels in C van —49. 


Merk op 


Het wortelteken „/_ gebruiken we uitsluitend voor de positieve vierkantswortel van een positief 
reëel getal. Er bestaat geen symbool voor een vierkantswortel van een negatief reëel getal. 


xNB 


Bepaal de vierkantswortels in R en in C van het reëel getal. 


1 2 3 4 

reëel getal 25 —25 0 1 
vierkantswortels in R 
vierkantswortels in C 

25 4) a 

Vink elke juiste notatie aan. 

1 Joa=8 m 4 Lot=4 m 

2 v-64=8i m 5 Va=i nm 

3 4-8 m 6 Ji=1l 1] 
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81 - Complexe getallen in devorma+bi Wrinhaid 8 


Rekenen met complexe getallen 


5 N zE 
We berekenen een vierkantswortel van —49, i* en rk 
+2i 


TEXAS INSTRUMENTS 
We zetten de rekenmachine in de mode a+bi. 


m_ [MODE] [w:6-maal = REAL] [P-=a+bi] [ENTER] 


EE SCI ENG 
0123456703 
CIM OE GREEN 


HORI2 G-T 
SNERT 4 


Met de toets /_ kunnen we een vierkantswortel in C berekenen van —49. De machinenotatie 49 
gebruiken we niet in de wiskunde. Om complexe getallen in te voeren, gebruiken we de toets í. 


m [2ND](V ] -49 [ENTER] 
m_[2ND] í [x] [ENTER] 
m[(]-5+5i [)] [+] (U 1+2i [)] [ENTER] 


CASIO 
We zetten de rekenmachine in de mode a+bi. 


m_ [MENU] (1:RUN] [SHIFT] [SET UP] [w:7-maal = Real] [F2 =a+bi} [EXIT] 


Func Tyre 
Draw Tyre 


Derivative 


si 
K-SH5i/C1H2iD 


7i 


1+3i 


Met de toets /_ kunnen we een vierkantswortel in C berekenen van —49. De machinenotatie 49 
gebruiken we niet in de wiskunde. Om complexe getallen in te voeren, gebruiken we de toets í. 


43 
k2 
C-5+5i)+C1+21) 


m (SHIFT)J(J } -49 [EXE] 
m (SHIFT) í [oe] [exe] 
m((]-5+5i 0] [+] ((] 1+2i D) [exe] 


uridoet Jorn dar 
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Complexe getallen 


26 A) B) 


Bereken met ICT de vierkantswortels in C. Rond het reële deel en het imaginaire deel af op 
3 decimalen. 


1 Vierkantswortels van —6: 
2 Vierkantswortels van —3: 
3 Vierkantswortels van 10: 
4 Vierkantswortels van —0,4: 


5 Vierkantswortels van —2,5: 


7 


Bereken met ICT. Rond het reële deel en het imaginaire deel af op 3 decimalen. 


‚CNG _ @+3i)(4+5i) 
Ii (5+41)(3+2i) 
Cai 13,13 
4+i 1+3i 1-3i 
1 1 
3 (7-21(3+ij'= 6 


(B-D G4rD 


28 A B) 


Controleer met ICT de rekenresultaten van opdracht 23. Rond het reële deel en het imaginaire 
deel af op 3 decimalen. 


29 A) B 


+3i 
Nisse en Fiene rekenen uit dat 2e A 


Ha ze Ze controleren hun berekeningen met een 
i 


TI-rekenmachine. Het rekenscherm ziet er als volgt uit: 


Waar zit de fout? 


8.1 - Complexe getallen in de vorm a + bi 


DP Tweedegraadsvergelijkingen 

30 (ma) 

Gegeven is de tweedegraadsvergelijking x® — 6x + 10 =0. 
1 Bereken de discriminant. 


2 Hoeveel reële oplossingen heeft de tweedegraadsvergelijking? 


3 Toon aan met een berekening dat 3 + i en 3 — i oplossingen in C zijn van de 
tweedegraadsvergelijking. 


Tweedegraadsvergelijkingen met reële coëfficiënten 
Een tweedegraadsvergelijking ax” + bx + c= 0 met reële coëfficiënten heeft slechts reële 
oplossingen als D= b°—4ac>0. 
Als we rekenen met complexe getallen, dan is de vierkantsworteltrekking van een negatief reëel 
getal mogelijk en heeft een tweedegraadsvergelijking altijd oplossingen: 
ax +bx+c=0 a,b‚ce Rena#0 
ax*+bx==C beide leden vermeerderen met —c 
4a'x? +4abx=-4ac beide leden vermenigvuldigen met 4a 
4a'x° +4abx+b'=—4actb? beide leden vermeerderen met b* 
(2ax+b)'=D volkomen kwadraat ontbinden 
b°-4ac=D 

2ax+b=w of 2ax+b=—w w en -w zijn vierkantswortels in C van D 
2ax=—b+w 2ax=—-b—w beide leden vermeerderen met —b 
x= Oe x= ed beide leden vermenigvuldigen met 2E 

2a 2a Zal 
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Hoofdstuk 8 Complexe getallen 


Wortelformule in C 


De wortels van een tweedegraadsvergelijking ax® + bx + c=0 met reële coëfficiënten berekenen we 
in C met de formules: 
=b+w -b-w 


x= x= w en -w zijn vierkantswortels in C van D = b° - 4ac 
2a 2a 


Als D>0, dan is w=D en zijn er twee verschillende reële wortels x, en x,. 
ee b 
Als D= 0, dan is er één reële wortel x= —— 


a 
Als D <0, dan zijn er twee verschillende complexe wortels x, en x,. 


Voorbeelden 


Als we tweedegraadsvergelijkingen oplossen met de wortelformule, berekenen we eerst de 
discriminant. 


x2—6x+10=0 a=1 b=-6 c=10 


D=(-6)*—4" 1-10 


=36-40=-4<0 D=b?-4ac<0 
w=2i w is een vierkantswortel van —4 
—(—6) + 2i btw 
ar bün 
2-1 2a 
6+2i 
2E e3+i 
-b-w 
IE 
x-3x+6=0 a=t b=-3 c=6 
D=(-3)?-4:1:6 
=9-24=-15<0 D=b"-4ac<0 
w= Jisi w is een vierkantswortel van —15 
—(-3) + I5i =b+w 
en wi 
2-1 2a 
3+J15i Ri 
= =1,5+1,94ï afronden op 2 decimalen 
3—V15i Sh 
le ze 
9 2a 
Merk op 


Als D <0, dan zijn de twee wortels toegevoegde complexe getallen. 


8.1 - Complexe getallen in de vorm a + bi 


31 
Los op in C met de wortelformule. 


1 x°-4xt5=0 2 x°-4x+13=0 


D= 


L,= binen etsen ein 
3 x°—36x+324=0 4 17x°-2x+1=0 
5 2x? +2x-1=0 6 22° +5x+2=0 
7 2X°+5x+6=0 8 x°-x+1=0 
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Hoofdstuk 8 Complexe getallen 


9 Ax? -Ix43=0 10 x°+7x+12,5=0 


32 (af ej 


Los op in C met de meest geschikte methode. 


1 zet 18=0 2 °+7=0 


3 x(x-3)=x(3x- 2) 4 (x-1I)(r-2)=-5 
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8.1 - Complexe getallen in de vorm a + bi 


6 (x-3) (x+3) —5(x—2)?=0 


Tweedegraadsvergelijkingen oplossen in C 


We berekenen de oplossingen in C van de tweedegraadsvergelijking x° — 6x + 10 = 0. 


TEXAS INSTRUMENTS 


Met de toepassingentoets APPS kunnen we de toepassing PolySmlt 2 oproepen. In het MAIN 
MENU kiezen we de optie POLY ROOT FINDER. 


aen an 


m [APPS] P (w:tot PlySmlt2) [ENTER] [ENTER] (1: POLY ROOT FINDER] 


EB POLY ROOT FINDER 


Periodic 2: SIMULT EUN SOLVER 

MP1 sSmlt2 3: AEDUT 
:PolsSmlt 4: POLY HELP 
:Prob Sim 5: SIMULT HELP 
:PuzzPack 6: QUIT POLYSNLT 
Périod 


We voeren de graad 2 van de vergelijking in en kiezen voor het oplossen van de vergelijking in C 
(a+bi). We drukken de toets F5 (NEXT) en voeren de coëfficiënten in. 


m_(FS:NEXT] 1 [ENTER] -6 [ENTER] 10 


POLY ROOT FINDER MODE 
ORDER 18345678310 
REAL EEE recen 
DEC] FRAC 

SCI EnG 
0123456703 
KabIan (EAR 
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Complexe getallen 


We drukken de toets F5 (SOLVE) om de vergelijking op te lossen. 
m (F5: SOLVE) 


De oplossingen in C van de vergelijking zijn 3 +ien 3 —i. 


CASIO 
In het menu EQUA kiezen we voor het submenu Polynomial. 
m [MENU] [A:EQUA] [F2: POLY] 


We voeren de graad 2 van de vergelijking in. Daarna voeren we de coëfficiënten in. We kiezen voor 
het oplossen van de vergelijking in C (Complex Mode: a+bi). 


m (F1:2) 1 [EXE] -6 [EXE] 10 [EXE] (SHIFT) (SET UP) [W:4-maal) (F2: a+bi) (EXIT) 
+DR+c=0 


Folynomial 
Data Exists In Memory 


Desree: 2 


Dearee? 


We drukken de toets F1 (SOLV) om de vergelijking op te lossen. 


m_[F1:SOLV] 
AREFBRECEE | 
ln 
Sti 
raa 


De oplossingen in C van de vergelijking zijn 3+ien 3—i. 


33 (af ej 


Controleer met ICT de rekenresultaten van opdracht 31. 
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8 | Uitdagingen 


8.1 - Complexe getallen in de vorm a + bi 


B 


ö 
8 


Op de planeet Quaternion rekent men met onze reële getallen en de gewone 
vermenigvuldiging, maar ook nog met drie symbolen í,j en k die op de volgende manier 
worden vermenigvuldigd: 


ii=l jj=l kekel ij=k j:k=i krizj 


Als je bovendien weet dat de vermenigvuldiging op Quaternion associatief maar niet 
commutatief is, wat is dank: j: i? 


(A) 1 (B) 1 (Cc) i (D) j (E) k 


Vlaamse Wiskunde Olympiade h _ 
zie pagina 216 


Gegeven is de voorstelling van een complex getal c in het complexe vlak. Bepaal via 
meetkundige weg de voorstelling van: 


1 c+ti 2 2 3 ct 4 —C+2Ì 


zie pagina 216 


Bewijs de eigenschappen voor toegevoegde complexe getallen. 


1 e,+0,=C,+C, 2 C,°C,=C,"C, 


Aanwijzing: stelc,=a,+b‚i enc,=a,+b‚imeta, ba, b,e R 


zie pagina 217 
5 b 
Toon aan: (aFbijn= eet 
(arb 
zie pagina 217 
Als i? =—1, dan is (i—i')"* gelijk aan 
a) o @) 2 © 2 OBE Gj) 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 217 
Aa 13 
Bereken: (LED) Sl, 
(l-i)? (l+i)’ 
zie pagina 218 
Los de hogeregraadsvergelijking op in C. 
1 (2-3)(x2+1)=0 3 x3+2 43 6=0 
2 x°-8=0 4 x°-x°—20=0 


zie pagina 218 
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Complexe getallen 


2 | Vraag & antwoord 


© 


© 6 


Wat is de imaginaire eenheid? 


Het getal í met kenmerk #® = —1. 


Wat zijn de oplossingen in C van de vergelijking x° =—1? 


ien -—i. 


Wat is een complex getal? 


Een getal van de vorm a + bi met a en b reële getallen en í° = —1. 


Geef het reële deel en het imaginaire deel van het complex getal 3 + 4i. 


Het reële deel is 3 en het imaginaire deel is 4. 


Onder welke voorwaarden zijn a + bi en c+ di gelijke complexe getallen? 


Alsa=cenb=d. 


Hoe noemen we het vlak waarin we de complexe getallen voorstellen? 


Het complexe vlak of het vlak van Gauss. 


Geef het tegengestelde complex getal van 3 + 4í. 
-3-ái 


Geef het toegevoegde complex getal van 3 + 4i. 
3-á4i 


Wat zijn de vierkantswortels in C van —4? 


2ien -2í. 


8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm 


8, Complexe getallen in de goniometrische 
' vorm 


D- Goniometrische vorm 


1 ag) 


Het punt Pis de voorstelling van het complex getal 1 + V3i in het complexe vlak. 


1 Bereken de afstand r van het punt P tot de oorsprong 0. 


2 Bereken de georiënteerde hoek a tussen de positieve x-as en de halve rechte [OP. 


3 Duid in het complexe vlak het punt Q aan dat op een afstand 3 van de oorsprong ligt zodat de 
hoek tussen de positieve x-as en de halve rechte [OQ gelijk is aan 90°. 


4 Bepaal het complex getal dat voorgesteld wordt door het punt Q. 


5 Duid in het complexe vlak het punt A aan dat op een afstand 2 van de oorsprong ligt zodat de 
hoek tussen de positieve x-as en de halve rechte [OR gelijk is aan 180°. 


6 Bepaal het complex getal dat voorgesteld wordt door het punt A. 


7 Duid in het complexe vlak het punt S aan dat de voorstelling is van 3 — 2i. 


In welk kwadrant ligt S? 


8 Duid in het complexe vlak het punt T aan dat de voorstelling is van —1 — Sí 


In welk kwadrant ligt 7? 
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Hoofdstuk Complexe getallen 


Een complex getal in de goniometrische vorm schrijven 


Het punt P(a, b) is de voorstelling van het complex getal a + bi in het complexe vlak. 
De afstand van het punt P tot de oorsprong O stellen we voor met de letter r. 


De georiënteerde hoek tussen de positieve x-as en de halve rechte [OP duiden we aan met a. 


In de rechthoekige driehoek OPP'kunnen we de cosinus en de sinus van de hoek « als volgt 


omvormen: 
lop] a l2el AN 
COS A= en sin 4Q= cosinus en sinus van een hoek 
|op/ |op| 
a p b 
COS Al =— sin 4=— zie figuur 
ie r 
a=rcos a b=rsin a beide leden vermenigvuldigen met r 


We kunnen het complex getal a + bi schrijven als: 
a+tbi=r cos A+ (r sin wi a=rcos& _ b=rsina 


a+tbi=r(cos A+ isin ct) rafzonderen 


De uitdrukking r (cos @ + i sin €) noemen we de goniometrische vorm van het complex getal a + bi. 
« De afstand r noemen we de modulus of de absolute waarde van het complex getal a + bi. 

We noteren: r=|a+ bil 

Welezen: _ ris de modulus van a + bi 
«De georiënteerde hoek a noemen we het argument van het complex getal a + bi. 

We noteren: a=arg(a+ bi) 


Welezen: _ ais het argument van a + bi 


Modulus en argument van een complex getal berekenen 
Het punt P(a, b) is de voorstelling van het complex getal a + bi in het complexe vlak. 


Om het complex getal a + bi in de goniometrische vorm te schrijven, berekenen we eerst zijn 
modulus r en zijn argument @: 
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[oP] = (a —0)* +(b —0) 


r=va' +b' 


lep) 
al 
lop! 


tan 


tana=® met a # 0 


a 


8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm 


afstandsformule 


zie figuur 


tangens van een hoek 


zie figuur 


Omdat antisupplementaire hoeken dezelfde tangens hebben, vinden we met de laatste formule 
twee hoeken. Door de ligging van het punt Pin het assenstelsel na te gaan, kunnen we de juiste 


keuze maken voor het argument q. 


Voorbeelden 


We schrijven het complex getal 1 + in de goniometrische vorm. 


Modulus: rav +1° =V2 


Argument: tan q= 7 =1 


tan a= tan 45° 


a=45° +k: 180° 


a=45° 


Complex getal: 1+i= Va(cos 45° +isin 45°) 


r=a'+b: asl bz=i 


b 
tan a=— 
a 


tangens van 
antisupplementaire hoeken 


a in het eerste kwadrant 


r(cos + i sina) 


We schrijven het complex getal —1 + in de goniometrische vorm. 


Modulus: _r=(-1}? +1° =2 
1 


Argument: tan On ll 


tan «= tan (45°) 
a=45° +k: 180° 


a=—45° + 180°=135° 


r=va'+bì a=1 b=1 


tan a=— 
a 


tangens van 
antisupplementaire hoeken 


a in het tweede kwadrant 


Complex getal: —1 +í= J2(cos 135° +isin 135°) r(cosa+isinc) 


1+i 
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Complexe getallen 


De modulus en het argument van reële getallen en imaginaire getallen zijn af te lezen in het 
complexe vlak. 


Voorbeelden 
We schrijven het reële getal —3 en het imaginaire getal 4i in de goniometrische vorm. 
Modulus: r=3 -3 ligt op de x-as 
Argument: a= 180° zie figuur 
Complex getal: —3=3(cos 180° + i sin 180°) r(cos a+ i sina) 


Modulus: r=4 ái ligt op de y-as 
Argument: a= 90° zie figuur 
Complex getal: 4i=4(cos 90° + í sin 90°) r(cos a+ i sina) 


2 a a 


Bepaal van het complex getal de modulus en het argument. Schrijf het complex getal in de 
goniometrische vorm. 


> ae 


Bepaal van het complex getal de modulus en het argument. Schrijf het complex getal in de 


goniometrische vorm. 
1 3+4i 2 -1-2i 
3+4i= -l-2i= 
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8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm 


3 2+3i 4 5-i 


2+3i=… 5-i= 


ae 


Schrijf het reëel getal of het imaginair getal in de goniometrische vorm en stel het voor in het 
complexe vlak. 


ie ea nne 4 M= 
2 3i= 5 1= 
3 -2,5= 6 i= 

IE | 

| 
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Hoofdstuk 8 Complexe getallen 


se 
Bepaal van het complex getal de modulus en het argument. Schrijf het complex getal in de 
goniometrische vorm en stel het voor in het complexe vlak. 
1 J3+i 2 -2+2i 
Bi nnn NE 2 +2i= 
3 2W3-2i 4 4-4 
DBS eneen Alfs 
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8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm 


s 4e 


Schrijf het complex getal 5 in de goniometrische vorm. 
—i 


Modulus en argument van een complex getal berekenen 


We berekenen de modulus en het argument van —1 + i. 


TEXAS INSTRUMENTS 


We stellen de rekenmachine in voor het rekenen met zestigdelige graden. Met de opties abs en 
angle uit het rekenmenu CPX voor complexe getallen berekenen we de modulus en het argument. 


m [MATH] (P:2-maal] (5: abs( } —1+i [ENTER] 
[MATH] [D: 2-maal] [4 angle( | —1+i [)] [ENTER] 
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T+ 


1 
1.414213562 
nalec-1+i) 
135 


De modulus is 1,414. en het argument is 135°. 


CASIO 


We stellen de rekenmachine in voor het rekenen met zestigdelige graden. Met de opties Abs en Arg 
uit het rekenmenu CPLX voor complexe getallen berekenen we de modulus en het argument. 


m_[MENU] [1:RUN] [OPTN] [F3: CPLX] (F2: Abs] —1 + i [EXE] 
[r3: Arg) [(] —1+ i [)] [EXE] 


De modulus is /2 en het argument is 135°. 


Ne 


Bereken met ICT de modulus. Rond af op 2 decimalen. 


1 4+3i= 5 7+i= 
2 [8-6i= 6 [2-3il= 
3 [l-2il= 7 l+5i= 
4 [i-il= 8 [-9-oij= 


s ae 


Bereken met ICT het argument. Rond af op 2 decimalen. 


1 arg(l-ĳj= 5 arg(-6+i= 
2 arg(J3-i)= 6 arg(-2+3i)= 
3 arg(4+5i)= ‚ ‚ 7 arg(4-7i)= 
4 arg(8+9i)= Î 8 arg (—V2 Jai) = 


8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm 


da 


Bereken met ICT de modulus en het argument. Rond af op 2 decimalen. 


Schrijf het complex getal in de goniometrische vorm. 
1 3-4i= 


2 5-6i= 


4 2+3i= 
5 128 + 1283 i= 
J3 1 


6 P+oi= 
4 4 


10 Als 


Schrijf met ICT het complex getal in de vorm a + bi. Rond a en b af op 2 decimalen. 
1 _2(cos 60° + i sin 60°) = 

2 5(cos 330° + i sin 330°) = 

3 4(cos 180° + i sin 180°) = 

4 cos 1,57 +isin L5n = 

5 9(cos0+isin0)= 


6 3 cos Friant = 
3 3 


nae 


Controleer met ICT het rekenresultaat van opdracht 6. 
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DP Rekenen met complexe getallen 


12 aa) 


Herken de goniometrische formules voor sinus en cosinus en herleid de goniometrische 
uitdrukkingen tot één goniometrisch getal. 


1 cos cos B sin asin B= 
2 sin «cos B+cos a sin B= 
3 cos cos P+ sin asin B= 
4 sin «cos B cos a sin B= 
5 cos?a—sin?a= 


6 2sin a cos A= 


Complexe getallen vermenigvuldigen 


Het product van twee complexe getallen r,(cos a, + i sin a) en r‚(cos a, + i sin C,) kunnen we 
berekenen als volgt: 


r,(cos a, +isin a) * r, (cos a, +isin ,) 
=r,r,(cos a, +isin a‚)(cos a, +i sin o,) commutatieve eigenschap 


=r,r,(cos a, cos ‚+ icos a, sin dt, + isin A, cos A, +i* sin A, sin O,) distributieve eigenschap 


=r,r,(cos a, cos 0, +i cos a, sin O4, + isin a, cos A, — sin Q, sin 0) 
=r,r,[(cos a, cos ct, — sin a, sin d,)+i (sin a, cos A, +cos dt, sin M,)] complexe getallen optellen 
=r,r,leos(a, + a) + isin (a, + 0,)] somformules voor sinus en cosinus 
We stellen vast: 


«__de modulus van het product van twee complexe getallen is het product van hun moduli; 
«het argument van het product van twee complexe getallen is de som van hun argumenten. 


Formule: r,(cos O4, + isin a): r‚(cos df, +isin a) =r,r,[cos(a, + of) + i sin(a, + 0,)] 


Voorbeeld 

3(cos 20° + isin 20°)  2cos 30° + i sin 30°) 

=3 : 2 [cos(20° + 30°) + í sin(20° + 30°)] complexe getallen vermenigvuldigen 
=6 (cos 50° + i sin 50°) 
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8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm 


13 


Bereken het product. 
1 2cos 75° +isin 75°): 3 (cos 150° + i sin 150°) = 
2 (cos 45° +isin 45°) - (cos 225° +i sin 225°) = 


3 4(cos 30° + i sin 30°) - 8 (cos 150° + i sin 150°) = 


4 3 (cos 45° + isin 45°) + NE (cos 45° + sin 45°) — 


14 


Vermenigvuldig het complex getal met de imaginaire eenheid. Stel het complex getal en het 
product met de imaginaire eenheid voor in het complexe vlak. 


ed 


159 


Complexe getallen 


Wat is de meetkundige betekenis van het vermenigvuldigen van een complex getal met de 
imaginaire eenheid? 


15 A) B 


Bereken het product en stel het voor in het complexe vlak. 
Over welke hoek is de voorstelling van 2 + 3í gedraaid? 


1 (2+3Di= 

Gedraaid over een hoek van 
2 (2+3Di*= 

Gedraaid over een hoek van 
3 (2+3Di'= 


Gedraaid over een hoek van 


243 
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Complexe getallen delen 


Om het quotiënt te bepalen van twee complexe getallen c‚,=r, (cos a, +isin a) en 
e,=r, (cos a, + isin 0) moeten we een complex getal c=r (cos a+ i sin ct) zoeken dat voldoet aan: 


C, 
et 
Cc 
CC, beide leden vermenigvuldigen met c, 


r(cos a+ isin 0) « r, (cos a, +isin a,)=r, (cos A, +isin o,) 


rr, [(cos (a+ a) +isin (a+ a,)]=r, (cos a, +isin q,) complexe getallen vermenigvuldigen 
rr=r, en a+ o,= 0, +k: 360° gelijke complexe getallen hebben gelijke 
_ moduli en gelijke argumenten 
r, 
r=d en a=0,— A, +k: 360° 
Fn a 
We stellen vast: 


*__de modulus van het quotiënt van twee complexe getallen is het quotiënt van hun moduli; 


«het argument van het quotiënt van twee complexe getallen is het verschil van hun argumenten. 


troosteloos (art) Fis (oe CI 
r(cosot, tisina,) r, 


Formule: 


Voorbeelden 

6(cos49° + isin 49°) 

3(cos14° + isin 14°) 

= [eos (49° — 14°) + i sin (49° — 14°)] complexe getallen delen 


= cos 35° + i sin 35°) 


Ook het omgekeerde van een complex getal kunnen we berekenen met de formule voor het 
quotiënt van complexe getallen. 
EE 
2(cos60° + isin 60°) 

1(cos0° + isin 0°) 


se goniometrische vorm van het reëel getal 1 
2(cos60° + isin 60°) 


[cos (—60°) + í sin (—60°)] complexe getallen delen 


ele 


= 5 (cos 300° + í sin 300°) 
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16 A) B 


Bereken het quotiënt. 


Hcos315° +isin315®) — 
2(cos300° + isin 300°) 
2 5(cos 90° + isin 90°) _ 
2(cos45° +isin45°) — 
9cos60° + isin60®) 
3(cos120° + isin120°) — 


1 
S8(cos0° + isin0°®) — 


V2(eos10’ + isin10®) — 
2(cos100° + isin 100°) — 


1 
6 
7(cos300° + isin 300°) 


cos15° +isin15® in 
2(cos195° + isin195°) — 


1 
Lemen 
cos5° + isin5® 


va 


Deel het complex getal door de imaginaire eenheid. Stel het complex getal en het quotiënt met de 
imaginaire eenheid voor in het complexe vlak. 
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8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm 


Wat is de meetkundige betekenis van het delen van een complex getal door de imaginaire 
eenheid? 


163 


164 


Hoofdstuk 8 Complexe getallen 


Complexe getallen tot een macht verheffen 


De n-de macht van een complex getal r(cos a+ i sin cf) kunnen we berekenen als volgt: 


[r(cos a+isin 0)}" ne N 
=yr(cos a+isin 0) - r(cos a+isin of) « … - r(cos a+i sin c) macht met natuurlijke exponent 
n factoren 
=r: rr r[cos(a+ +…+ 0) + isin(at+ + … + 0)] complexe getallen vermenigvuldigen 


=r"(cos na + isin not) 


We stellen vast: 

« __de modulus van de n-de macht van een complex getal is de n-de macht van de modulus van dit 
getal; 

« het argument van de n-de macht van een complex getal is gelijk aan n keer het argument van dit 
getal. 


Formule: [r(cos + isin 0)}" = r"(cos na + i sin n@) ne N 


Voorbeeld 

[2(cos 25° + í sin 25°) 

=2*[cos(3 + 25°) + i sin(3 * 25°)] macht van een complex getal 
=8(cos 75° +i sin 75°) 


Formule van De Moivre 


Als we in de formule [r(cos a+ isin a0)}" = r"(cos na + í sin not) de modulus r gelijk stellen aan 1, 
dan verkrijgen we de formule van De Moivre : 


(cos a+ i sin 0)” = cosn + isin na 


Voorbeeld 

Met de formule van De Moivre kunnen we sin 2a en cos 2a uitdrukken in functie van sin aen cosa. 
cos 20+ isin 20 

= (cos a +i sin 0)° formule van De Moivre 
=cos? +2 icos asin A+ sin? a kwadraat van een tweeterm 


= cos? A+ 2 i cos A sin A — sin’ a ĳ 


1 
= (cos? a — sin? of) + i (2 cos asin 0) complexe getallen optellen 


Omdat gelijke complexe getallen gelijke reële delen en gelijke imaginaire delen hebben, mogen we 
schrijven: 


cos 2a=cos? d—sin? « en sin 2a=2 sin cos A 


Deze formules voor de cosinus en de sinus van een dubbele hoek staan bekend als de 
verdubbelingsformules voor cosinus en sinus. 


eN) 


Bereken de macht. 

1 [2(cos 30° + í sin 30°)}'= 

2 [V3(cos 100°+# sin 100°)]* = 
3 [3(cos 140° + i sin 140°)]*= 

4 [5(cos 180° + i sin 180°)}° = 

5 [eos (—-20°) + i sin (-20°)}’ = 

6 [cos 300° + i sin 300°]* = 


DN 


Bereken de eerste negen machten van 1 + Stel deze getallen voor in het complexe vlak. 
Verbind de punten met een vloeiende lijn. 


(l+it=. 


(Ltd 


(l+i)?= 


(l+i)?= 


(Ltdt= … 


(l+i)?= 


(Lt is= 


8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm Hoofdstuk 8 
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A+ d= 
(rite 
EZ 
nn ke . … s, Ee ee ee 
| 
| 
| 
PT 
of 1 x 


20 A) B 


Bereken de eerste vijf machten van — + —í. Stel deze getallen voor in het complexe vlak. Verbind 
de punten. 4 4 
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(Ae) 
NS bel 
44 
(4) 
4 4 
/ 
| 
ond 
Lj 
o 05 | ENNE 
| 


21 (aj (ej 


Stel 7 =3 in de formule van De Moivre. Leid hieruit formules af voor sin 3a en cos 30 in functie 
van sin a en cos 0. 
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Vierkantswortels van een complex getal 


Om een vierkantswortel te bepalen van een complex getal c=r(cos a+ isin @) zoeken we een 
complex getal c'=r"(cos a’ +i sin ot’) dat voldoet aan: 
c'=c 


[r(cos a) + isin a°)]=r(cos a+ i sin ct) 


r*(cos 20’ +isin 20’) =r(cos + isin ct) macht van een complex getal 
nn en 20’ =0+k: 360° gelijke complexe getallen hebben gelijke 
moduli en gelijke argumenten 
, _ o 
r= vr en a'=— +k 180! vergelijkingen oplossen 
2 r>o r>0 


De vierkantswortels van r(cos a+ i sin 0) zijn: 


D 


co Se k: Ea) ER isin(5+ ki 1e) kez 
Door k gelijk te stellen aan 0 en 1, verkrijgen we twee tegengestelde vierkantswortels: 


a a 
. k=0: vrl cost isin) 
2 2 


. kel vrl castor) sn era) 


cosinus en sinus van antisupplementaire hoeken 


—1 afzonderen 


Stellen we k gelijk aan een ander geheel getal, dan verkrijgen we telkens één van deze 
vierkantswortels. 


Formules voor de twee tegengestelde vierkantswortels van r (cos Ot + i sin 0): 


a... a LAP 
Lj vrfcastvisn®) en Wis rest rrs 


Voorbeeld 
We berekenen de vierkantswortels van 1 +/3í. 


We schrijven het complex getal eerst in de goniometrische vorm en passen de voorgaande 
formules toe. Daarna schrijven we elke vierkantswortel opnieuw in de vorm a + bi, 


Goniometrische vorm van 1 +/3i: 


2(cos 60° + í sin 60°) r=2 en «=60° 


wfo ch sn) 
=2(cos30° + isin 30°) 
=1,22+0,71i 


w‚=-122-071i 


Vierkantswortels van 1 + /3i: 


8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm 


rfeos*visn8) 
2 2 


afronden op 2 decimalen 


tegengestelde vierkantswortel 


22 


Bereken de vierkantswortels van het complex getal. Schrijf de vierkantwortels in de 


goniometrische vorm. 


1 4(cos 60° + i sin 60°) 


2 2(cos 90° + i sin 90°) 


3 cos 70° +isin 70° 


4 _3(cos 300° + í sin 300°) 


5 100(cos 100° + í sin 100°) 
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23 A) B 


Bereken de vierkantswortels van het complex getal. Schrijf de vierkantwortels in de vorm a + bi. 
Rond a en b af op 2 decimalen. 


1 3-4i 


2 5-6i 


3 7+24i 
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Derdemachtswortels van een complex getal 


Om een derdemachtswortel te bepalen van een complex getal c=r(cos a+ í sin @) zoeken we een 
complex getal c'= "(cos ot + i sin ot’) dat voldoet aan: 

c'=c 

[r'(cos a’ + isin o°)]*=r(cos a+ isin c) 

r*(cos 30 + isin 30’) =r(cos «+ isin ct) macht van een complex getal 


mr en 30’ =A+k: 360° gelijke complexe getallen hebben gelijke 
moduli en gelijke argumenten 


a 
r={r en a’= zer Mermetinwer belvsen 
De derdemachtswortels van r(cos a+ i sin 0) zijn: 


Yr co Se k: zoo) asin( + k: Fe) 


Lal 


ez 


5 


Door k gelijk te stellen aan 0, 1 en 2, verkrijgen we drie verschillende derdemachtswortels: 


a a 
. k=0: Yr| cost viens) 
3 5 


. kel or eos( rar visi raw) 


ker Yr coz) rn( z)| 
Stellen we k gelijk aan een ander geheel getal, dan verkrijgen we telkens één van deze 


derdemachtswortels. 


Formules voor de drie derdemachtswortels van r (cos @ + i sin 0): 


w‚= rf cas trien) 


w‚= feld ae). sn(% a) 
w‚= rel? zoo |+ sn ar) 


Voorbeeld 
We berekenen de derdemachtswortels in C van —1. 
Goniometrische vorm van —1: 


1(cos 180° + í sin 180°) r 


1 en a=180° 
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Derdemachtswortels van —1: 
180° 180° 
wees 5 + isin 5 ) 


= cos 60° + i sin 60° 


=0,5+0,87 i 


w= uilen De + oe) Dn sf 
= cos 180° + i sin 180° 
=-l 


180° 

w‚=f1| cos SU 2400) zainf LS 
8 3 3 
= cos 300° + í sin 300° 


=0,5—0,87 í 


150 + a) 
6) 


re) 


wr cosf wisn) 
3 3 


afronden op 2 decimalen 


ales) 


ede 


afronden op 2 decimalen 


De voorstellingen van de derdemachtswortels van het getal —1 zijn de hoekpunten van een 
gelijkzijdige driehoek ingeschreven in de cirkel met middelpunt de oorsprong en straal 1. 


JAE EEEN E B 
1 


24 A) B) 


2 —2 


Vink het complex getal aan dat een derdemachtswortel van 8i is. 


2i —2i 


8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm 


25 


Bereken de derdemachtswortels van het complex getal. Schrijf de derdemachtswortels in de vorm 
a+ bien stel ze voor in het complexe vlak. 


1 8(cos 75° + isin 75°) 


y 
el 
0 1 x 
2 1 
mannanundemdansere y 
1 
| 0, Ned 
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3 8i 


4 27 
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8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm 


5 2+2ií 


n-de machtswortels van een complex getal 


We weten reeds dat elk complex getal verschillend van nul, twee tegengestelde vierkantswortels 
en drie verschillende derdemachtswortels heeft. We onderzoeken nu hoe we in het algemeen n-de 
machtswortels van een complex getal kunnen bepalen voor ne Nen n>2. 


Er bestaan vier complexe getallen waarvan de vierdemacht gelijk is aan 81: 
… 3'=81 

* (-3)'=81 

« (3i)'=8li"=81(i2) =81- (-1)?=81 

* (-3i)'=8li'=81 

De getallen 3, —3, 3i en —3i noemen we de vierdemachtswortels in C van 81. 


De tegengestelde reële getallen 3 en —3 noemen we de positieve vierdemachtswortel en de 
negatieve vierdemachtswortel van het positieve getal 81. 


We noteren: 81=3 —V81=-3 


Een n-de machtswortel van een complex getal is elk getal waarvan de n-de macht gelijk is aan dat 
complex getal. 
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n-de machtswortels van een complex getal berekenen 


Om een n-de machtswortel te bepalen van een complex getal c=r(cos a+ isin 0) zoeken we een 
complex getal c'=r"(cos a’ +i sin ot’) dat voldoet aan: 


c'=C 


[r'(cos of) + isin o°)}"=r(cos a+ isin ct) 


r "(cos noa’ + isin not’) =r(cos «+isin cf) macht van een complex getal 
en nat’ =A+k: 360° gelijke complexe getallen hebben gelijke 
moduli en gelijke argumenten 
fr „‚_A+k-360° de 
raNr en (fl vergelijkingen oplossen 
n 


De n-de machtswortels van "(cos a+ i sin cf) zijn: 


eros ED jn 0) Rez 
n n 


Door k achtereenvolgens gelijk te stellen aan 0, 1, 2, …, 7 — 1 verkrijgen we 7 verschillende n-de 
machtswortels. 


Stellen we k gelijk aan een ander geheel getal, dan verkrijgen we telkens één van de reeds gevonden 
n-de machtswortels. 


Formule voor de n verschillende n-de machtswortels van een complex getal r (cos a + i sin 0): 


FA rea, rant) k=0,1,2…n=1 
n n 
Voorbeeld 


We berekenen de achtstemachtswortels in C van —128 + 1283. 


Goniometrische vorm van —128 + 128/3i: 


256(cos 120° + i sin 120°) r=256 en a=120° 

‘Achtstemachtswortels van —128 + 128/3i: 

voos OEE Nin en voce ine) 
8 8 n n 

=2[cos(15° +k * 45°) + i sin(15° +k + 45°)] k=0,1,2,…,7 

… k=0: w‚=2cos 15° +isin 15°) = 1,93 +0,52i afronden op 2 decimalen 

*_k=l: w,=2cos 60° + isin 60°) =1 + 1,73i 

* k=% w‚=2(cos 105°+i sin 105°)= 0,52 + 1,93i 

* k=3 w‚=2(cos 150° + sin 150°)=—1,73 +i 

. k=k w‚= 2(cos 195° + í sin 195°) =—1,93 —0,52i 

. k=5: w‚=2(cos 240° + isin 240°) =—1 — 1,73i 

… k=6: w‚= 2(cos 285° + i sin 285°) =0,52 — 1,93i 

* _k=7: w‚=2cos 330° + isin 330°) =1,73—i 


8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm 


De voorstellingen van de achtstemachtswortels van het getal —128 + 128/3i zijn de hoekpunten 
van een regelmatige achthoek ingeschreven in de cirkel met middelpunt de oorsprong en 
straal 2, 


26 


Bereken de n-de machtswortels van het complex getal. Schrijf de 7-de machtswortels in de vorm 
a + bien stel ze voor in het complexe vlak. 


1 _De vierdemachtswortels van —1. 
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2 De vijfdemachtswortels van 32. 


3 De zesdemachtswortels van cos 150° + i sin 150°, 


178 


8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm 


4 De zevendemachtswortels van 128. 
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DP Binomiaalvergelijkingen 


7 (ed 


Gegeven is de vierdegraadsvergelijking x* — 16 =0. 
1 Bepaal de reële oplossingen. 


2 Toon aan dat de imaginaire getallen 2i en —2i ook oplossingen zijn. 


3 Hoeveel oplossingen in C heeft deze vierdegraadsvergelijking? 


Binomiaalvergelijkingen oplossen in C 


Een binomiaalvergelijking van de n-de graad in xis een vergelijking van de vorm: 
ax'+b=0 a,beC, neN, 
Het linkerlid noemen we een tweeterm of een binomium in x. 

Om een binomiaalvergelijking op te lossen, kunnen we als volgt te werk gaan: 


ax'+b=0 


ax'=—b beide leden vermeerderen met -b 
x= HÈ beide leden vermenigvuldigen met} 
a 
x'=r(cos + isin 0) E in de goniometrische vorm schrijven 
E a+k-360° … A+k-360° 
NCO k=0, 1,2, an 1 
” n-de machtswortels van een complex getal 


We stellen vast dat het oplossen van een binomiaalvergelijking ax” + b= 0 neerkomt op het bepalen 


van de n-de machtswortels van =ú, 
a 


Een binomiaalvergelijking van de n-de graad heeft bijgevolg 7 oplossingen in C. 


Voorbeeld 

We lossen de binomiaalvergelijking 16x* + 1 =0 op. 

16x*+1=0 

16x*=-1 beide leden vermeerderen met —1 

id Er beide leden vermenigvuldigen met 5 

El = (cos 180° + i sin 180°) goniometrische vorm van het reëel getal E 


8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm 


jj} 180°+4k-360° .. 180°+k - 360° 
AE cos +isin n-de machtswortels van een complex getal 
16 4 4 
loost" + 90°) +isin(45° +k « 90°)] kz0,1,2,3 


x,=0,5(cos 45° +i sin 45°) =0,35 +0,35i afronden op 2 decimalen 
5(cos 135° + í sin 135°) =—0,35 + 0,35í 

x= 0,5(cos 225° + i sin 225°) =—0,35 — 0,351 

X,=0,5(cos 315’ + í sin 315°)=0,35 — 0,35 


De voorstellingen van de oplossingen zijn de hoekpunten van een vierkant ingeschreven in de 
cirkel met middelpunt de oorsprong en straal 0,5. 


dd 


: a) a) 
Los de binomiaalvergelijking op in C. 


1 x+1=0 
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2 16x*-1=0 
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| Uitdagingen 


8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm 


1) Het complex getal c voldoet aan c+ [c[=2 + 8i. Wat is dan [c[?? 
(A) 68 (B) 100 (©) 169 (D) 208 (E) 289 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


Stel de complexe getallen die aan de voorwaarde voldoen, grafisch voor in het 
complexe vlak. 


1 


8 Gegeven is een complex getal c met |2c— 1] =|c— 2}. 


Welke uitspraken zijn waar? Verklaar. 


1 


2 


(5 | Bewijs dat: (a)-2 metc‚c,e C. 


Aanwijzing: stelc,=r, (cos a, +isina,) en c‚=r,(cos a, +isin 0) 


5 13 
Q Schrijf EE in de vorm a+ bi. 


zie pagina 220 


|el=3 2 c+c=0 3 arg) 4 c:C=25 


zie pagina 220 


cis een reëel getal 

e=cos A+isin A 

arg(c) =0 

|el=1 

c stelt in het complexe vlak een punt van een rechte voor. 
c stelt in het complexe vlak een punt van een cirkel voor. 


zie pagina 222 


Stel een formule op voor het product van drie complexe getallen in de 
goniometrische vorm. 


Noteer een formule voor het product van 7 complexe getallen in de goniometrische 
vorm. 
zie pagina 223 


G 


Cc) 6 


zie pagina 224 


ai) 
zie pagina 224 
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Bewijs dat: c” = (c) met ce C. 
Aanwijzing: stel c=r (cos + isin ct) 

zie pagina 225 
Bereken de eerste negen machten van 1 — í. Stel deze getallen voor in het complexe vlak. 


Verbind de punten met een vloeiende lijn. 
zie pagina 225 


1 Schrijf een programma om de n-de machtswortels van een complex getal te 
berekenen waarin het reële deel en het imaginaire deel worden afgerond op 2 
decimalen. 


2 Controleer het ingevoerde programma met de berekening van de 
achtstemachtswortels van —128 + 128 /3i 5 


PrSmCWORTELS ige zer 
G=g128+1281 SDi 
1,93+.52i 


1 
"1.081. 23i Einde 
521 


3 Controleer de rekenresultaten van opdracht 26. 
zie pagina 226 


Bereken de tiendemachtswortels van 10° en stel ze voor in het complexe vlak. 
zie pagina 227 
a+ bi 


Los op in C: x°= meta, be R. 


zie pagina 228 
Wanneer de zes oplossingen van de vergelijking x° =—64 geschreven worden in de vorm 


a + bi (waarin a en b reëel zijn), dan wordt het product van die oplossingen waarin a > 0 
gegeven door 


(A) 2 (B) 0 (C) 2i (D) 4 (E) 16 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 228 


Los de binomiaalvergelijking op in C. 


1 ix?+27=0 2 (l-iĳx?-2-3i=0 3 x°+64i=0 
zie pagina 229 


8.2 - Complexe getallen in de goniometrischevorm Wilt ate 8 


Welk punt van de aangeduide punten van deze hartenaas of ruitenaas stelt geen 
oplossing voor van één van deze binomiaalvergelijkingen? 


1 x?=-9 2 x°-216i=0 3 x°+256=0 
4 x°=15625 5 x=4 


zie pagina 230 
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2 | Vraag & antwoord 


Het punt Pis de voorstelling van een complex getal in het complexe vlak. 
Hoe noemen we de afstand van het punt P tot de oorsprong 0? 


De modulus van het complex getal. 


Het punt Pis de voorstelling van een complex getal in het complexe vlak. 
Hoe noemen we de georiënteerde hoek tussen de positieve x-as en de halve rechte [OP? 


Het argument van het complex getal. 


Schrijf de goniometrische vorm van een complex getal met modulus ren argument a. 


r (cos X + i sin 0) 


Schrijf de formules om de modulus en het argument van een complex getal a + bite 
berekenen. 


b 
r=vVa'+b' tana=— meta#0 


a 


Hoe berekenen we de modulus en het argument van een product van twee complexe 
getallen in hun goniometrische vorm? 


De modulus van het product van twee complexe getallen is het product van hun moduli 
en het argument is de som van hun argumenten. 


Schrijf de formule voor het product van twee complexe getallen in hun goniometrische 
vorm. 


r, (cos a, +isin a) r, (cos df, +isin a) =r,r, [cos (of, + A) +i sin (a, + 0,)] 


Hoe berekenen we de modulus en het argument van een quotiënt van twee complexe 
getallen in hun goniometrische vorm? 


De modulus van het quotiënt van twee complexe getallen is het quotiënt van hun 
moduli en het argument is het verschil van hun argumenten. 


Schrijf de formule voor het quotiënt van twee complexe getallen in hun goniometrische 
vorm. 


a, +isin 0, Er 
GELEDEN, — lijger 
r(cosat, tisina,) r, 


8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm Hoofdstul 


®) Hoe berekenen we de modulus en het argument van de n-de macht van een complex 
getal? 


De modulus van de n-de macht van een complex getal is de n-de macht van de modulus 
van dit getal en het argument is gelijk aan n keer het argument van dit getal. 


10) Schrijf de formule voor de n-de macht van een complex getal in de goniometrische 
vorm. 


[r(cos a + i sin 0)}" = r"(cos nat + i sin net) ne N 


11) Schrijf de formule van De Moivre. 


(cos a + i sin 0)" =cosnA + isinna ne N 


Schrijf de formules voor de vierkantswortels van r(cos a+ í sinct). 


Arena 4 
w‚=Nr| cos—+isin— en w‚=-Jr| cos—+isin— 
D 2 2 2 2 


Schrijf de formules voor de derdemachtswortels van r(cos a+ i sint). 


w. cast vian) 
8 3 5 


w=Ir cool Eraor)eisn(Zerar) 
U 3 2) 

w.=\r cool Bazar )risn( Lezer) 
5 3 5) 
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(B | Bereik 9 


Binomiaalvergelijking 180 
Binomiaalvergelijkingen oplossen in C 180 
Binomium 180 


Complex getal 122 
— argument 150 


— goniometrische vorm 150 
— modulus 150 

— tegengestelde 128 

— toegevoegde 133 

Complexe getallen 

— aftrekken 128 

— delen 135 - 161 

— derdemachtswortels 171 

— n-de machtswortels 175 

— optellen 127 

— tot een macht verheffen 131 - 164 
— vermenigvuldigen 131 - 158 
— vierkantswortels 138 - 168 
Complexe vlak 124 


|D | Deelbaarheid door x—a 97 
Deelbaarheid van veeltermen 79 
Delen door x—a 86 
Derdegraadsvergelijking 68 
Derdegraadsvergelijkingen oplossen met deling door x—a 109 
Derdemachtswortels van een complex getal 171 
Domein 9 


g Euclidische deling 
— van natuurlijke getallen 71 
— van veeltermen 71 


®@ Formule 


— van de Euclidische deling 71 
— van De Moivre 164 
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— voor de derdemachtswortels van een complex getal 171 
— voor de n-de macht van een complex getal 164 

— voor de n-de machtswortels van een complex getal 176 
— voor de vierkantswortels van een complex getal 168 

— voor het product van complexe getallen 158 

— voor het quotiënt van complexe getallen 161 

Functie 

— 0) =x3 15 

— fw) =Vx 18 


fd 22 
X 


— gl) =f(&) +k 32 
- sg =flak) 38 
- gd) =k:f) 46 


Gelijke complexe getallen 123 

Getal í 120 

Goniometrische vorm van een complex getal 150 
Graad van een veelterm 65 

Grafieken 

— horizontaal verschuiven 39 

spiegelen om de x-as 47 

verticaal vermenigvuldigen 47 

verticaal verschuiven 33 


Hogeregraadsvergelijking a « b=0 oplossen 107 
Hogeregraadsvergelijkingen 68 

Horizontale asymptoot 24 

Hyperbool 23 


Imaginair deel 122 
Imaginair getal 122 
Imaginaire as 124 
Imaginaire eenheid 120 


Kenmerk van deelbaarheid door x—a 97 


Machinerekenen 

— tweedegraadsvergelijkingen oplossen in C 145 
derdegraadsvergelijkingen oplossen 113 

— modulus en argument van een complex getal berekenen 155 
— rekenen met complexe getallen 139 

Modulus 150 
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n-de macht van een complex getal 164 

n-de machtswortels van een complex getal 175 
Niet-opgaande deling 71 

Nulwaarden van een veeltermfunctie 67 


Ontbinding in factoren 
= x3-—a? 101 

— x3+a3 101 
Opgaande deling 71 


Puntsymmetrische kromme 16 - 23 


Reëel deel 122 
Reële as 124 

Regel van Horner 87 
Reststelling 94 

— bewijs 94 


Standaardfuncties 
-_{)=2 15 
—f6)=Vx 18 


gw 22 
X 


Tegengestelde complexe getallen 128 
Toegevoegde complexe getallen 133 
Tweedegraadsvergelijkingen oplossen in C 141 


Veeltermen met onbepaalde coëfficiënten 104 
Veeltermfunctie 65 

Verticale asymptoot 24 

Verzameling C 123 

Vierkantswortels van een complex getal 168 
Vierkantswortels van een negatief reëel getal 138 
Vlak van Gauss 124 


Werkdomein 9 
Wortelformule in C 142 
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Oplossingen Hoofdstuk 6 


8 | Uitdagingen van pagina 28 en 29 


o Bepaal het bereik van de functie. 


1 f@)=x-3 met domf=[-3,5] 3 =ze- met dom f=|-1, 3[ 


2 fa@)=x-5 met domf=[-2,2] 4 fo)=|r+1|-3 met domf=[-4, 4[ 
terug naar pagina 28 


Teken de grafiek van een dalende eerstegraadsfunctie f met dom f =[-2, 3] en 
ber f= [-3, 3. 


terug naar pagina 28 


3 | Gegeven zijn het domein en het bereik van een tweedegraadsfunctie f. 


1 Schets een grafiek van f als we weten dat de grafiek een bergparabool is met 
dom f=[-2, 3] en ber f=[-3, 3. 


„193 


oee Uidagingen 


2 Schets een grafiek van f als we weten dat de grafiek een dalparabool is met 
dom f =[-2, 6] en ber f=[-2, 6]. 


terug naar pagina 28 


Gegeven zijn de grafieken van de functies f‚g, h en i met f(x) = sE en dom f =|0, 5). 
X 
Bepaal het voorschrift, het domein en het bereik van de functies g, h en i. 


y LEN an EE 


5 0 ï 5 |X 


terug naar pagina 28 
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Oplossingen Hoofdstuk 


Gegeven is een functie met meervoudig functievoorschrift. 


eol 


(x+3)’ +4 als x<0 
—(x-—3) +4 als x>0 


1 Teken de grafiek van de functie f. 


2 Bepaal (0), (1), f(-4) en f(6). 
3 Wat is het maximum van deze functie? 


4 Voor welke originelen wordt het maximum bereikt? 


terug naar pagina 29 
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g Gegeven is de functie f(x) = x*. 


1 Teken de grafiek van de functie. 


2 Teken in hetzelfde assenstelsel de grafiek van de functie g(x) = Ux. 


3 Bepaal de snijpunten van de twee grafieken. 


4 De grafiek van g verkrijgen we door de grafiek van f te spiegelen om een rechte. 
Teken deze rechte. 


5 Geef een vergelijking van deze rechte. 


terug naar pagina 29 
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8) | Uitdagingen van pagina 59 en 60 


1) De groene kromme is de grafiek van een functie f. De blauwe kromme is dan de grafiek 
van de functie g met 


(A) gd) =-f) (B) gd) =>) (©) g=f-6 
(D) gw) =d) -1 (E) g@)=f)-2 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


terug naar pagina 59 


2 | De grafiek van een willekeurige functie f in een orthonormaal assenstelsel, wordt 
evenwijdig met de eerste bissectrice verschoven over een afstand ND (zodanig dat de 
x- en de y-waarden van elk punt groter worden). Het voorschrift van de nieuwe functie 


gis 
(A) g@)=fle+ 1) +1 (B) go) =flx-1)+1 (©) g@) =d) +V2 
(D) 8 =flx+V2) + 2 (E) g@=flx-N2) +2 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


terug naar pagina 59 


„197 


oee  Uidagingen 


Ĳ 
3 | Gegeven zijn de functies f(x) = ef gw) =a flx)en h(x) =f(b: x). 


De grafieken van de functies g en / vallen samen. Welk verband bestaat er tussen a 


en b? 


terug naar pagina 59 


Bepaal een voorschrift van de functie f die als grafiek een hyperbool heeft met 
horizontale asymptoot y= 2 en verticale asymptoot x= 3. De nulwaarde van f is 2. 


terug naar pagina 59 


Oplossingen (ion 


In een restaurant wordt een bord hete dagsoep opgediend. De temperatuur van de soep 
kunnen we beschrijven met de functie: 


T: temperatuur in °C t: tijd in minuten na het opdienen 


1_Wat is het werkdomein van de functie? 


2 Wat is de temperatuur van de soep bij het opdienen? 


3 Wat is de temperatuur van de soep twee minuten na het opdienen? 


4 Na hoeveel minuten is de temperatuur van de soep gedaald tot 55 °C? 


„199 


one Uidagingen 


200 


5 Wat is de kamertemperatuur? 


6 Bepaal een vergelijking van de horizontale asymptoot. 


7 Wat is de praktische betekenis van de horizontale asymptoot? 


terug naar pagina 60 


Oplossingen Hoofdstuk 7 


8) | Uitdagingen van pagina 82 tot 84 


We knippen aan de vier hoeken van een rechthoekig stuk karton van 30 cm bij 50 cm 
vier gelijke vierkanten met zijde x cm weg. Het overblijvende deel vouwen we tot een 
doos zonder deksel. 

50 cm 


Ee - 


Ee sl 


30 cm 


Al 


- 7 - 


1 _Delengte /, breedte b en hoogte h van de doos zijn functies van x. 
Noteer deze functies met de formulenotatie. 


2 Schrijf het volume van de doos als een functie van x. Noem de functie f en vul het 
functievoorschrift aan met het werkdomein. 


3 Waarom is het getal 15 geen nulwaarde van f? 


terug naar pagina 82 


Bepaal a, b, cen d zodat de veeltermen gelijk zijn. 


1 Wax tb sen ct 3der4 


2 4x*-2ax'+3bx+8 en —Acx° +8x°—18x-d 


201 


202 
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3 (a+2)x°+(b+3)x-5a en 8x°+6x-2c 


4 (4—ax)(4-bx) en 6x°—20x+c 


quotiënt en rest, 


1 (A +x? +1): (4x? +5) 


terug naar pagina 82 


Bepaal het quotiënt en de rest van de deling. Schrijf het verband tussen deeltal, deler, 


Oplossingen Hoofdstuk 7 


2 (x?+x+1):(3x-2) 


3 (rra s8)aeeD 


4 (2x*+4r* +5? +27): (2x? +3x 5) 


terug naar pagina 82 
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204 / 


tx 9x +1 
x +1 
waarvan teller en noemer veeltermen zijn. De functie f noemen we een rationale functie. 


Gegeven is de functie f(x) = „ Het voorschrift is opgebouwd uit een breuk 


1 Voer de Euclidische deling van x° +x° — 9x + 1 door x° + 1 uit en bepaal het quotiënt 
q (x) en de rest r(x). 


2 In het assenstelsel zijn de grafiek van de functie f en de rechte y= q(x) getekend. 


Hoe verandert het verschil q(x) —f(x) als x groter wordt? Vul de tabel in. 


x 100 1000 10 000 


Oplossingen Hoofdstuk 7 


3 Stel dat een punt zich onbepaald ver op de kromme verwijdert. Hoe verandert de 
afstand van dit punt tot de rechte met vergelijking y =q (x)? 
De rechte y = q(x) noemen we een schuine asymptoot van de grafiek van de functie f. 


4 Bepaal een vergelijking van de schuine asymptoot van de grafiek van de functies f‚ g 
en /. 


3x 2x +1 2x xx +1 5x 2x +3 
S= AEN he 
pdre A 


x°-3x+2 x*-6x-1 


terug naar pagina 83 
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We ontbinden de veelterm x° +17 +x° +? txt att xt xt 1 in twee factoren. 
Als de ene factor x° + x+ 1 is, dan is de tweede factor 


(A) xe+1 (B) x+x°+1 (€) xe+xtrx? 1 
(DIREK ENH kl (CANE Leest de Se 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 


terug naar pagina 84 
g Als x°—x— 1 een deler is van ax* + bx? + 1, dan is b gelijk aan 


(A) 2 (B) 1 (c) 0 (D) 1 (E) 2 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


terug naar pagina 84 
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5) | Uitdagingen van pagina 115 en 116 


Bepaal p zodat de delingen (x° — 2x° — 2px +3): (x— 2) en (x°+3x* —px+5):(x+2) 
dezelfde rest hebben. 


terug naar pagina 115 


2 | Bepaal p en q zodat de veelterm D(x)=x* + px° + qx+ p deelbaar is door x - 3 en 
door x+ 2. 


terug naar pagina 115 


5) Bepaal p zodat de deling (x° — 4px + 2p°) : (x — 2) een rest gelijk aan p heeft. 


terug naar pagina 115 
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Toon aan dat de veelterm D(x) =3x® —8x*—x+ 10 deelbaar is door x? —x— 2 zonder de 
deling uit te voeren. 


terug naar pagina 115 


@ Een veelterm D(x) heeft bij deling door x— 1 rest 3 en bij deling door x + 1 rest —1. Bepaal 
de rest van de deling van D(x) door x° — 1. 


terug naar pagina 115 
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Een veelterm D(x) heeft bij deling door x — a rest c en bij deling door x— b rest d met 
a # b. Bepaal de rest van de deling van D(x) door (x— a) (x—b). 


terug naar pagina 115 


Gegeven zijn de veeltermen x° + 1,x°+ 1, x* + 1,x° + 1, x°+ 1. Hoeveel van deze 
veeltermen kunnen ontbonden worden als een product van veeltermen met een lagere 
graad en met reële coëfficiënten? 


(A) 0 (B) 1 (©) 2 (D) 3 (E) 4 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
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terug naar pagina 115 


2 x+5x-x-5=0 


3 x°-3x° +2? -6x=0 


4 x(x-1)-(x-1)=0 


210 


(A) zitt 
(D) x'-x 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


5 (x+3)(x-4}—(x+3)=0 


6 (£-2)(x? 4? (x-2)=0 


Welke veelterm is geen deler van (x— 1)(x* +x)? 


(B) x2-2x+1 
(E) x*- 2x 1) 2x +1 


(C) 


Oplossingen Hoofdstuk 7 


terug naar pagina 115 


xx 


terug naar pagina 115 
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® Ontbind in factoren. 


1 LBA 


2 56 


3 5Xx°+4X'-3lx+6 
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4 xt IH 


5 8#-—(x—-3) 


6 (3x-2) + (2x+ 1)? 


7 (3x+2) +1 000 000 


213 
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8 64x?—(x-3)' 


terug naar pagina 116 
® Voor welke waarden van de variabele p heeft de functie f(x) =x° + 4px drie nulwaarden? 


(A) p<-l (B) p<0 (©) p<l 
(D) p<-1 (E) p<o (P) p<l 


terug naar pagina 116 
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Bij deling van de veelterm x° +x° +7 +axlltatx xx” door de veelterm 
x°— lis er een rest. De getalwaarde van die rest voor x= 2 is 


(A) 2 (B) 3 (c) 9 (D) 18 (E) 27 
Vlaamse Wiskunde Olympiade 


terug naar pagina 116 
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5 | Uitdagingen van pagina 147 


Op de planeet Quaternion rekent men met onze reële getallen en de gewone 
vermenigvuldiging, maar ook nog met drie symbolen í, j en 4 die op de volgende manier 
worden vermenigvuldigd: 


ii=l j'j=l krekel ij=k j:k=i krizj 


Als je bovendien weet dat de vermenigvuldiging op Quaternion associatief maar niet 
commutatief is, wat is dan k « j: i? 


(A) 1 (B) 1 (©) i (D) j (E) k 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


terug naar pagina 147 


Gegeven is de voorstelling van een complex getal c in het complexe vlak. Bepaal via 
meetkundige weg de voorstelling van: 


1 eti 2 2c 3 c+2-i 4 —C+2i 


terug naar pagina 147 


Bewijs de eigenschappen voor toegevoegde complexe getallen. 


1 e,te,=C,+C, 2 e,°C,=C,"C, 


Aanwijzing: stelc,=a, +b‚ienc,=a,+b‚imeta,b„a„b‚e R 


Toon aan: (atb 


Als i*=-1, dan is (i—i!) gelijk aan 
(A) 0 (B) -2i (©) zi (D) en 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


Oplossingen 


terug naar pagina 147 


terug naar pagina 147 


i 
(E) 5 


terug naar pagina 147 
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Bereken: ei)’ — (1-5) 
(-i)? +i)' 


Los de hogeregraadsvergelijking op in C. 
1 (2-3)(x°+1)=0 


2 x*-8=0 


218 


terug naar pagina 147 


3 X°+2x°+3x-6=0 


4 x'-x°-20=0 


Oplossingen Wlan 


terug naar pagina 147 
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\ 
(5 | | Uitdagingen van pagina 183 tot 185 


1) Het complex getal c voldoet aan c+ [cl =2 + 8í. Wat is dan [c/?? 
(A) 68 (B) 100 (C) 169 (D) 208 (E) 289 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


terug naar pagina 183 


2 | Stel de complexe getallen die aan de voorwaarde voldoen, grafisch voor in het 
complexe vlak. 


1 lel=3 


220 / 
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3 arg(c) =5 


221 


Hoofdstuk 8 BRU: CFAL 


1 


2 


222) 


Gegeven is een complex getal c met |2c— 1] =|c— 2}. 


Welke uitspraken zijn waar? Verklaar. 


cis een reëel getal 


ec=cos A +isin a 
arg(c) =0 
lef=1 


c stelt in het complexe vlak een punt van een rechte voor. 


c stelt in het complexe vlak een punt van een cirkel voor. 


terug naar pagina 183 


Oplossingen Wlan: 


terug naar pagina 183 


1 Stel een formule op voor het product van drie complexe getallen in de goniometrische 
vorm. 


2 Noteer een formule voor het product van „ complexe getallen in de goniometrische 
vorm. 


terug naar pagina 183 
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Aanwijzing: stelc,=r, (cosa, +isina,) en c‚=r,(cos q,+isin q,) 


E 13 
6 | Schrijf En in de vorm a + bi. 
3 


terug naar pagina 183 


terug naar pagina 183 


Oplossingen Wia: 


Bewijs dat: e"=(c)" met ce C. 


Aanwijzing: stel c=r (cos a+ isin C) 


terug naar pagina 184 


Bereken de eerste negen machten van 1 — í. Stel deze getallen voor in het complexe vlak. 
Verbind de punten met een vloeiende lijn. 


225 
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terug naar pagina 184 


1 Schrijf een programma om de n-de machtswortels van een complex getal te 
berekenen waarin het reële deel en het imaginaire deel worden afgerond op 2 
decimalen. 


226 
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2 Controleer het ingevoerde programma met de berekening van de 
achtstemachtswortels van —128 +128 /3í. 


PramCWORTELS Figaro 
G=z128+1287 5) Ee 


É 

Dr 
Olt 

et 
is: 

CN 

RJ 

ee: 
eenen lenten 
HEER 
LOGE 


_ 
. 
pe 
hed 

pend 

Î _ 

je 
dl 
(al 
e 
REE 


ï \ 
"1eggte CEE Einde 


3 Controleer de rekenresultaten van opdracht 26. 
terug naar pagina 184 


® Bereken de tiendemachtswortels van 10'° en stel ze voor in het complexe vlak. 


terug naar pagina 184 
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gegeven door 


(A2 


DE 
® Los op inC: x°=Î Ee meta, be R. 


ai— 


terug naar pagina 184 


Wanneer de zes oplossingen van de vergelijking x° =—64 geschreven worden in de vorm 
a + bi (waarin a en b reëel zijn), dan wordt het product van die oplossingen waarin a > 0 


(B) 0 (C) 2í (D) 4 (E) 16 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


terug naar pagina 184 


Oplossingen 


Los de binomiaalvergelijking op in C. 


1 x°+27=0 


2 (l-iĳx?-2-3i=0 


3 x°+64i=0 
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terug naar pagina 184 


14) Welk punt van de aangeduide punten van deze hartenaas of ruitenaas stelt geen 
oplossing voor van één van deze binomiaalvergelijkingen? 
1 x=-9 2 x°—216i=0 3 x'+256=0 
4 x°=15625 5 x=4 


Oplossingen Wlan 


terug naar pagina 185 
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